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Aufgabe 1 (13 Punkte): Die Wahlsysteme Condorcet, Dodgson, Young und Copeland

Gegeben seien die beiden Wahlen (C, V) und (C,W). Die Kandidatenmenge bestehe je-

weils aus 4 Kandidaten, C' = {a, b, ¢, d}, und die Préaferenzen der Wihler seien wie folgt:

\% W
Wiéhlervi: ¢ > d > a > b Wahlerw;: a > b > ¢ > d
Wahlervy: a > ¢ > b > d Wiahlerwy: b > a > d > ¢
Wahlervs: a > b > ¢ > d Wahlerws: d > b > ¢ > a
Wiéhlervy: b > a > ¢ > d Wiahlerws: d > ¢ > b > a
Bestimmen Sie in beiden Wahlen den Condorcet-Gewinner (soweit dieser existiert), den

Dodgson-, den Young und den Copeland-Gewinner.

Loésungsvorschlag: Verhéltnisse in (C,V):

a b c d
al - 31 31 3:1
b|1.3 - 22 31
cl| 13 22 - 40
d| 1.3 22 04 -

Damit ist Kandidat a der Condorcet-Gewinner in dieser Wahl. Daraus folgt, dass
Kandidat a ebenso Dodgson-Gewinner ist (mit Score(a)=0) und auch Young-Gewinner,
da kein Wahler entfernt werden muss, damit a zum Condorcet-Gewinner gemacht
werden kann. Kandidat a hat auch einen maximalen Copeland-Score von 3 und ist
somit Copeland-Gewinner.

Verhéltnisse in (C,W):
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In dieser Wahl gibt es keinen Condorcet-Gewinner.

(a) Bestimmung der Dodgson-Scores (Da es keinen Condorcet-Gewinner gibt, ist
der Dodgson-Score aller Kandidaten mindestens 1):

(a)

Kandidat a: Damit a Condorcet-Gewinner werden kann, muss er/sie die
Kandidaten b,c und d schlagen, d.h., dass mindestens zwei Vertauschungen
vorgenommen werden miissen. Da aber a in den Stimmen, in denen er/sie
hinter ¢ bzw. d steht, auf dem letzten Platz platziert ist, und d in beiden
Stimmen auf dem ersten Platz, miissen insgesamt 3 Vertauschungen vor-
genommen werden, damit a die Kandidaten b und ¢ schliagt. Zusétzlich
muss a b noch einmal schlagen, das heifst, eine weitere Vertauschung ist
notwendig. Insgesamt haben wir damit 4 Vertauschungen, zum Beispiel:
wy = ws:a>d>b>cundwy »wy:d>c>a>0b

= Score(a) = 4.

Kandidat b: Damit b Condorcet-Gewinner werden kann, muss er/sie Kan-
didat d schlagen, d.h., es muss mindestens eine Vertauschung vorgenom-
men werden. Diese eine reicht auch aus, zum Beispiel: w3 — wj§ : b > d >
c>a.

= Score(b) = 1.

Kandidat ¢ : Damit ¢ Condorcet-Gewinner werden kann, muss er/sie die
Kandidaten a, b und d schlagen. Insgesamt sind also mindestens fiinf Ver-
tauschungen notwendig. Zum Beispiel: wy — wj : ¢ > b > a > d und
wy = wy:c>d>b>a.

= Score(c) = 5.

Kandidat d : Damit d zum Condorcet-Gewinner gemacht werden kann,
muss er/sie die Kandidaten a und b schlagen. d muss in jeweils einer Stim-
me durch die Vertauschung vor a bzw. b stehen. Dementsprechend sind
mindestens zwei Vertauschungen notwendig, zum Beispiel: wy — w) : d >
b>a>c

= Score(d) = 2.

Kandidat b ist also der Dodgson-Gewinner mit einem Score von 1 in der Wahl
(C,W).

(b) Bestimmung des Young-Gewinners (Da es keinen Condorcet-Gewinner gibt,
muss mindestens immer ein Wahler geloscht werden.):

(a)

Kandidat a: Damit a nicht von Kandidat b geschlagen wird (oder Gleich-
stand mit diesem erzielt), miissen mindestens 3 Wéhler entfernt werden.
Da es nur 4 Wahler gibt, muss a in einer Stimme auf dem ersten Platz
eingeordnet sein, damit a nach dem Loschen von 3 Wahlern Condorcet-
Gewinner sein kann. Dies ist der Fall, 16sche also ws, w3, ws.

= Es miissen 3 Wahler geloscht werden.




(b) Kandidat b: Damit b Condorcet-Gewinner wird, reicht es, nur einen Wéhler
zu l6schen, der d vor b platziert. Da b sowohl vor a als auch vor ¢ zwei
Punkte Vorsprung hat, kann frei gewéhlt werden, ob w3 oder w, entfernt
wird.

= Es muss 1 Wahler geloscht werden.
(c) Kandidat ¢: In Analogie zu Kandidat a miissten auch fiir Kandidat ¢ min-
destens 3 Wahler entfernt werden. Da aber Kandidat ¢ in keiner Stimme

auf Platz 1 einsortiert ist, kann ¢ selbst dann kein Condorcet-Gewinner
sein.

(d) Kandidat d: Kandidat d muss die Gleichstdnde mit den Kandidaten a
und b auflésen. Da es eine Stimme gibt, in der sowohl a als auch b vor d
platziert ist, kann durch das Loschen eben dieser (w; oder wy), Kandidat
d zum Condorcet-Gewinner gemacht werden.

= Es muss 1 Wahler geloscht werden.

Damit sind also die Kandidaten b und d Young-Gewinner in der Wahl (C, W).

(c¢) Bestimmung des Copeland-Gewinners (Da es keinen Condorcet-Gewinner gibt,
ist der Copeland-Score echt kleiner als die Anzahl der Kandidaten):

(a) CScore(a) =1
(b) CScore(b) = 23
(¢) CScore(c) = 5
(d) CScore(d) = 2

Kandidat b ist also der Copeland-Gewinner mit einem Score von 2%.

Aufgabe 2 (7 Punkte): Mehrheitskriterium

(a) Welche der folgenden Wahlsysteme erfiillen das Mehrheitskriterium: Veto, Condor-
cet, Single Transferable Vote (STV), Plurality with Runoff? Begriinden Sie Thre
Antwort.

Hinweis: Um zu zeigen, dass eine Eigenschaft nicht erfillt ist, reicht die Angabe
eines Gegenbeispiels aus.

(b) Was kann aus dem Ergebnis fiir das Condorcet-Wahlsystem aus Aufgabenteil (a)
fiir die Wahlsysteme Copeland, Dodgson, Young und Black gefolgert werden? Be-
griinden Sie Thre Antwort.



Losungsvorschlag:

(a) Veto: Gegenbeispiel ist die Wahl (C,Vi) mit C; = {a,b,c¢,d,e} und V; =
(v1, vz, v3, vg):

v: a b c d e
ve: a b ¢ d e
v3: a b ¢ d e
va: b c d e a

Kandidat a ist der Mehrheitsgewinner, die Kandidaten b und ¢ sind jedoch
Veto-Gewinner.

Condorcet: Condorcet erfiillt das Mehrheitskriterium, denn wenn es einen
Kandidaten gibt, der in mehr als der Hélfte aller Stimmen auf dem ersten
Platz platziert ist, so schlagt er in diesen Stimmen alle anderen Kandidaten.
Durch die absolute Mehrheit ist damit garantiert, dass dieser Kandidat jeden
anderen Kandidaten strikt schlagt und er ist somit auch Condorcet-Gewinner.

STV: Gibt es einen Kandidaten, der auf dem ersten Platz bereits eine absolute
Mehrheit der Stimmen hat, so hat dieser immer einen strikt groferen PV-Score
als die anderen Kandidaten, er bleibt also bei der Eliminierung in den einzelnen
Runden immer tibrig. (Anmerkung: STV kann auch so definiert werden, dass
nach abs. Mehrheit geschaut wird, und nur so lange eliminiert wird, bis ein
Kandidat abs. Mehrheit hat.)

PV-wro: Gibt es einen Kandidaten, der eine absolute Mehrheit erreicht, so
nimmt dieser immer an der Stichwahl teil und gewinnt diese auch immer.

(b) Es gilt, dass Condorcet das Mehrheitskriterium erfiillt. Somit folgt, dass wenn
es einen Mehrheitsgewinner in einer Wahl gibt, dieser auch Condorcet-Gewinner
ist. Damit folgt fiir jedes Wahlsystem, das wiederum das Condorcet-Kriterium
erfillt direkt, dass es auch das Mehrheitskriterium erfillt.

Aufgabe 3 (6 Punkte): Condorcet-Kriterium

(a) Gegeben sei die Wahl (C7,V;) mit C; = {a,b,c,d, e} und Vi = (v, vg, v3,04):

v: a b c d e
ve: a b ¢ d e
vs: a b ¢ d e
va: b c d e a

Fiir welche Thnen bekannten Wahlsysteme zeigt diese Wahl, dass das Condorcet-
Kriterium nicht erfiillt ist? Begriinden Sie Thre Antwort.



(b) Gegeben sei die Wahl (Cy, V) mit Cy = {a,b,c,d} und Vo = (vq, v, v3, vy, vs5):

vi: a b ¢ d
ve: a b ¢ d
vs: d b ¢ a
va: ¢ b a d
vs: d b a c

Fiir welche Thnen bekannten Wahlsysteme zeigt diese Wahl, dass das Condorcet-
Kriterium nicht erfiillt ist? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losungsvorschlag:

(a) In (C1,V)) gelten die folgenden Verhéltnisse und Punktwerte fiir Borda (B-Sc)
und Veto (V-Sc):

a b € d e | B-Sc | V-Sc

al - 31 31 31 31 12 3
b|13 - 40 4.0 40| 13 4
cl|1:3 04 - 4.0 40 9 4
d|1:3 04 04 - 40 5 4
el 13 04 04 04 - 1 1

Kandidat a ist Condorcet-Gewinner, Kandidat b ist jedoch Borda-Gewinner
und die Kandidaten b, ¢ und d sind Veto-Gewinner.

(b) In (Cy, V3) gelten die folgenden Verhéltnisse:

a b c d
al| - 23 32 32
b|32 - 41 3:2
cl|23 1.4 - 32
d| 23 23 23 -

Kandidat b ist Condorcet-Gewinner. In einer STV-Auszahlung scheidet in der
ersten Runde b aus, Kandidat ¢ in der zweiten Runde aus, Kandidat d scheidet
in der dritten Runde aus; Kandidat a ist also STV-Gewinner. In einer PV-

Wahl mit Stichwahl nimmt a mit Kandidat d am Finale teil und gewinnt die
Stichwahl.

Aufgabe 4 (14 Punkte): Konsistenz-Kriterium

(a) Gegeben sei die Wahl (C3, V3) mit C5 = {a, b, ¢}, 25 Wihlern in V3 und eine Partition
(V5,V3") von Vi:



Gruppe Anzahl Préferenz
1 7 abce
Vi 2 5 bca
3 4 cab
4 5 ach
I
Vs 5 4 cba

Fiir welche Thnen bekannten Wahlsysteme zeigt diese Wahl mit dieser Partition,
dass das Konsistenz-Kriterium nicht erfiillt ist? Begriinden Sie Thre Antwort.

(b) Welche Wahlsysteme, die Sie kennen, erfiillen das Konsistenz-Kriterium? Begriinden
Sie Thre Antwort, indem Sie sie beweisen.

Losungsvorschlag:

(a) Es ergeben sich die Verhéltnisse und Young-Scores (Y-Sc), die Copeland-Scores
(C-Sc) und Borda-Scores (B-Sc) in den Wahlen (Cs, V3),(Cs, VY) und (Cs, V3')
aus der folgenden Tabelle.

| (Cs, Vs) |
a b c Y-Sc | C-Sc | B-Sc
- 16:9 12:13 1
b| 9:16 - 12:13 0 -
c| 13:12 13:12 - 25 2 -
| (Cs, V)
a b © Y-Sc | C-Sc | B-Sc
- 11:5 79 13 1 18
b | 5:11 - 12:4 9 1 17
c| 97 4:12 - 7 1 13
| (Cs, V5')
a b © Y-Sc | C-Sc | B-Sc
- 5:4 5:4 9 2 -
4:5 - 0:9 0 -
4:5 9:0 - 1 -

o (C3,VY): Es gibt keinen Condorcet-Gewinner in dieser Wahl, jeder Kan-
didat schldgt genau einen Kandidaten und es gibt keine Unentschieden.
Damit sind alle Kandidaten Copeland-Sieger (also auch Kandidate a).

Kandidat a hat den hochsten Borda-Score, ist somit Black-Gewinner.

Durch das Loschen von 3 Stimmen aus der 2. Wahlergruppe wird a zum
Condorcet-Gewinner. Durch das Loschen von 7 Stimmen aus der 1. Wahler-
gruppe kann b zum Condorcet-Gewinner gemacht werden. Durch das Lo-
schen von 7 Stimmen aus der 1. Wahlergruppe und zwei Stimmen aus
der 2. Wahlergruppe kann ¢ zum Condorcet-Gewinner gemacht werden.
Damit ist a der Young-Gewinner.




In einer Plurality-Stichwahl treten a und b gegeneinander an, und Kandi-
dat a gewinnt die Stichwahl.

In STV besteht die zweite Runde aus den Kandidaten a¢ und b und Kan-
didat a bleibt iiber, ist somit ST V-Gewinner.

e (C5,Vy"): Kandidat a ist der Condorcet-Gewinner, damit auch der Black-,
Copeland- und Young-Gewinner.

Kandidat a hat eine Mehrheit auf dem ersten Platz, ist somit STV-Gewinner
und gewinnt ebenfalls eine Plurality-Stichwahl.

e (C3,V3): Kandidat ¢ ist der Condorcet-Gewinner, damit auch der Black-
, Copeland- und Young-Gewinner. In einer Plurality-Stichwahl nehmen
Kandidat a und c teil, c ist jedoch der Gewinner.

In STV scheidet Kandidat b in der ersten Runde aus, somit ist ¢ auch
STV-Gewinner.

Diese Wahl ist ein Gegenbeispiel fiir Black, Young, Copeland, STV, Plurality
mit Stichwahl.

Sei (C, V') eine PV-Wahl und wir partitionieren V in Vi, V5. Es sei ¢ € C' der
PV-Gewinner in (C,V;) fir i € {1,2} also, gilt

P-score(c,v;y(c) > P-scorec,v;)(d)
fiir alle d € C'— {c} und i € {1,2}. Fiir m; = P-score(c,v;(c) fiir i € {1,2} gilt:
P-score(cvy(c) = mi+my > P-score(cvy)(d)+P-score oy, (d) = P-scorecvy(d)

fir alle d € C' — {c}. Damit ist ¢ auch PV-Gewinner in (C, V).

Gegeben sei eine Borda-Wahl (C, V') und eine Partition von V' in V3, V5. Kan-
didat ¢ € C sei der Borda-Gewinner in (C,V;) fiir i € {1,2}. Es gilt also:

B-score(c,v;)(c) = m; > B-scorecv;)(d)
fur alle d € C'— {c} und i € {1,2}. Also gilt in (C,V):
B-score(c,vy(c) = mi+mqy > B-scorec,v,)(d)+B-score(cv,) (d) = B-scorecvy(d)

fir alle d € C' — {c}. Damit ist ¢ auch Borda-Gewinner in (C, V).
Fiir eine Partition Vi, V4 der Wéhlermenge V' in einer Veto-Wahl (C, V) gilt

V-score(c,vy)(d) + V-score(c,vy) (d) = V-scorec,v)(d)

fiir alle d € C'. Es kann also analog zu PV oder Borda argumentiert werden.

Sei (analog zur Notation zur Bestimmung des Copeland-Gewinners von den Fo-
lien) Nc,v)(c,d) die Anzahl der Wahler, die in der Wahlermenge V' den Kan-
didaten ¢ gegeniiber d bevorzugen. Gilt N(cvy(c,d) > Ncvy(d, ¢), so schldgt c




den Kandidaten d strikt in V. Sei nun (V3, V) eine Partition der Wahlermenge
V', dann gilt
Newy(e,d) = Newy (e, d) + New) (¢, d)-

Sei nun Kandidat ¢ Condorcet-Gewinner in beiden Unterwahlen (C,V;) fiir
i € {1,2}, d.h., es gilt:

Ny (e, d) > Ny (d, )
fir alle d € C' — {c} und i € {1,2}. Es gilt also
N(QV)(C, d) = ]\f(cyl)(c7 d)—i—N(QVQ)(C, d) > N(C,V1)<d7 C)+N(C7V2)(d, C) = N(C’V)(d,

fur alle d € C'— {c} und ¢ € {1,2}. Also ist ¢ auch Condorcet-Gewinner in der
Wahl (C, V).

Uberblick iiber Ergebnisse auf dem Ubungsblatt (fett gedruckte Eintrige):

Maj | Cond | Cons
Plurality 1 0 1
Borda 0 0 1
Veto (0) 0 1
Condorcet (1) 1 1
Copeland (1) 1 0
Dodgson (1) 1 0
Young (1) 1 0
Black (1) 1 0
STV 1) | o 0
Plurality with Runoff | (1) 0 0




