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Aufgabe 1 (10 Punkte): Doodle-Umfrage

Gegeben seien folgende Doodle-Abstimmungen iiber einen passenden Tag zum Wandern.
Dabei kann man einem Termin nur zustimmen (v/) oder ihn ablehnen (leer).

Mo | Di | Mi | Do | Fr Mo | Di | Mi | Do | Fr
Al V/ |/ A | /|
(I) B A (I) B v v
C| vV |/ c| vV
D v |/ D| v |V |V | V/
Mo | Di | Mi | Do | Fr
A v v
(I B| v |V | V/ v
C v
D| Vv |/

(a) Bestimmen Sie die Kandidatenmenge fiir Doodle-Abstimmung (I) und geben Sie an,
wie die Préaferenzen der Wahler im Allgemeinen formal dargestellt werden konnen.

(b) Welcher Tag sollte jeweils ausgewéhlt werden? Begriinden Sie Thre Antworten.

Losungsvorschlag:

C' = {Mo, Di, Mi, Do, Fr}; die Préferenzen konnen fiir eine fixierte Ordnung der Kan-
didaten als Approval-Vektoren aus {0, 1}/l dargestellt werden.

(I) Da die Wahl einstimmig ist, sollte ,,Donnerstag* gewinnen.
(IT) Jeder Tag bekommt gleich viele Zustimmungen. Um diesen Gleichstand aufzu-
16sen kann man die Anzahl der verteilten Zustimmungen als Grundlage nehmen.

Da Wihler D und A die meisten Zustimmungen verteilt haben, sollte ,,Mitt-
woch® oder ,,Donnerstag” gewahlt werden.

(III) Wenn man wie bei (II) vorgeht sollte ,,Montag* oder ,Mittwoch* gew&hlt wer-
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den. Jedoch ist die Mehrheit der Wahler fiir ,,Dienstag”. Fiir ,,Dienstag® spricht
auch, dass in einer verallgemeinerten Situation obige Fairnessforderung mehr
als die Halfte der Wahlerstimmen ignoriert.

Aufgabe 2 (8 Punkte): Plurality, Borda, k-Approval, Veto

Gegeben sei die Wahl (C, V') mit der Kandidatenmenge C' = {a, b, ¢, d, e} und sechs Wéh-
lern in der Wahlermenge V' mit den folgenden Préferenzen:

Bestimmen Sie in dieser Wahl den oder die Plurality-Gewinner, Borda-Gewinner, 3-
Approval-Gewinner und Veto-Gewinner. Geben Sie dabei die jeweiligen Punkte der Kan-

didaten an.
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Losungsvorschlag: Punktwerte in den verschiedenen Wahlsystemen fiir die Kan-

didaten:
a b ¢ d e | Gewinner
PV 1 1 0 3 1 d
3-AV | 3 5 5 3 2 b,c
Veto | 6 5 5 5 3 a
Borda | 11 13 15 14 7 c

Aufgabe 3 (12 Punkte): Plurality- und Veto-Gewinner

(a) Sei C' = {a,b,c,d, e} eine Menge von Kandidaten und V' eine Menge mit 4 Wahlern.

Geben Sie Préferenzen fiir die Wahler in V' an, sodass nur a und b Plurality- und

Veto-Gewinner der Wahl (C, V') sind.

(b) Seinun C eine Menge von m > 3 Kandidaten und V' eine Menge von n > 0 Wéhlern.
Sei C" = {a,b} C C. Zeigen Sie die folgende Aussage.

Es gibt Préferenzen fiir V', sodass nur die Kandidaten in C” Plurality-Gewinner der

Wahl (C, V) sind genau dann, wenn n = 2 oder n > 4.

(c) Gilt die Aussage auch fiir Veto? Begriinden Sie Ihre Antwort.




Losungsvorschlag:

(a) (3 Punkte) Das folgende Préferenzprofil ergibt den gewiinschten Wahlaus-

gang.
Wiahlervi: a b d e c
Wiahlervy: a b ¢ e d
Wahlervs: b a ¢ d e
Wéhlervy: b a d e ¢

(b) (7 Punkte) Fiir diese Aufgabe bedeutet die Formulierung “Wéhler v; stimmt
fir Kandidat ¢;”, dass Wahler v; eine Préaferenz ¢; ... hat. Da wird nur Plurality
Wahlen betrachten, ist die Reihenfolge der Kandidaten nach dem Kandidaten
auf der ersten Position egal.

Wir zeigen, die Aussage per Fallunterscheidung und zeigen fiir jeden Fall, ob
es eine Wahl gibt bei der nur a oder b (Plurality-)Gewinner sind.

n = 1: Der Wahler kann nur fiir einen Kandidaten stimmen, also ist entweder nur
einer von a und b Gewinner oder keiner.

n = 2: Der erste Wahler stimmt fir ¢ und der zweite fiir b. Dann haben beide
Kandidaten einen Punkt und alle anderen keine.

n = 3: aund b kénnen nur gleich viele Punkt haben falls (1) keiner der Wahler fir
sie stimmt oder (2) nur ein Wéahler jeweils fiir sie stimmt. In (1) gewinnen
sie nicht und in (2) gewinnt noch ein dritter Kandidat mit ihnen.

n = 2i: (wobei i > 2) Die eine Halfte der Wahler stimmt fiir a und die andere
fiir b. Alle anderen Kandidaten bekommen also keine Punkte und a und b
haben gleich viele.

n = 2i+ 1: (wobeii > 2) Ein Wéhler stimmt fiir einen Kandidaten ¢ € C'\ {a, b} und
die restlichen 2¢ Wahler wie im Fall “n = 2¢”. @ und b bekommen ¢ > 2
Punkte, ¢ bekommt einen Punkt und alle anderen gar keine.

(¢) (2 Punkte) Nein, die Aussage gilt nicht fiir Veto, da die linke Seite der Aussage
davon abhéngt wie viele Kandidaten es gibt und ob genug Wahler zur Verfiigung
stehen, die auf diese Kandidaten Vetos verteilen kénnen.

Gegenbeispiel: Fiir n = 2 und m = 6 gibt es immer mindestens 4 Veto-
Gewinner.

Aufgabe 4 (10 Punkte): Borda Count

Sei C' eine Menge von m Kandidaten und v ein Wahler. Bezeichne fiir einen Kandidaten
¢ € C mit Scorel”(c) die Punkte, die ¢ vom Wihler v unter der Borda Wahlregel

v
bekommen wiirde. Steht ¢ auf Position i in der Préferenz von Wahler v, wiirde ¢ nach

der Definition aus der Vorlesung also Score>*™%*(¢) = m — i Punkte bekommen. In einer

alternativen Definition der Borda Wahlregel, im folgenden bezeichnet als Borda’, werden



Punkte wie folgt vergeben:

Borda’

Score, " (¢) = |{d € C' | ¢ > d in der Préferenz von v}|.

Zeigen Sie, dass Borda und Borda' dquivalent sind, also dass fiir jede Wahl (C, V') gilt

¢ € C ist Borda-Gewinner in (C,V) < ¢ € C' ist Borda-Gewinner in (C, V).

Losungsvorschlag: Falls ScoreP4%(c) = ScoreB™¥ (¢) fiir beliebige Kandidaten ¢

und Wahler v ist offensichtlich, dass die Borda-Gewinner von (C, V') auch Borda'-
Gewinner von (C, V) sind und umgekehrt.

Es bleibt zu zeigen, dass ScoreP(¢) = ScoreP4 (¢) fiir alle Kandidaten ¢ € C
und Wahler v € V. Betrachte einen beliebigen Kandidaten ¢ und Wéhler v. Dann ist

ScoreP°™%(¢) = m — i mit 1 <4 < m. Die Priferenz von v ist also

C1>"‘>Ci71>C>Ci+1>"‘>CmmitCl,...7Ci,17Ci+1,...,CmGC.

Dann ist Score®% (¢) = |[{d € C | ¢ > d in der Priferenz von v}| = [{cis1, ..., cm}| =

[{c; | i +1<j<m} =m—i=Score?”(c), was zu beweisen war.




