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Komplexitdtstheorie (informal)

Ein (groRes) Teilgebiet der Komplexititstheorie beschéaftigt sich mit der Klassifizierung von
Entscheidungsproblemen beziiglich Komplexitdtsklassen.

e Entscheidungsproblem: Ausgabe ist Ja oder Nein.

e Instanz: Eine Eingabe beziiglich eines gegebenen Problems

e Die Komplexitatsklasse P: Entscheidungsprobleme die (deterministisch) in Polynomialzeit
entschieden werden kdnnen.

e Die Komplexititsklasse NP: Entscheidungsprobleme deren Losung (deterministisch) in
Polynomialzeit iiberpriift werden kdnnen.

e NP-schweres Problem (NP-h): Mindestens so schwer zu I8sen (bis auf polynomiellen
Zeitfaktor) wie alle Probleme in NP.

e NP-vollstindiges Problem (NP-c): Liegt in NP und ist NP-schwer.
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Polynomialzeit-many-one-Reduktion

Wir wollen nun zeigen, dass ein Entscheidungsproblem A NP-schwer ist.

Dazu zeigen wir, dass ein NP-schweres Problem B Polynomialzeit-many-one-reduzierbar
auf A ist, geschrieben B </, A.

Wir geben eine effizient berechenbare Funktion f (Konstruktion) an, welche eine beliebige
Instanz Ig € B in eine Instanz /4 € A lberfiihrt.

Fiir alle Ig und I4 = f(Ig) muss nun gelten, dass /4 eine JA-Instanz ist, genau dann wenn
Ig eine JA-Instanz ist (Korrektheitsbeweis).

<P ist transitiv, d.h. alle Probleme aus NP sind auf A reduzierbar.
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Polynomialzeit-many-one-Reduktion

Was haben wir damit gezeigt?

e Falls A in P liegt, liegt B auch in P (P = NP).
e Falls B nicht in P liegt, liegt A auch nicht in P (P # NP).

= Kein bekannter Algorithmus kann NP-schwere Probleme effizient I6sen.



Beispiel 3-Sat

Ein Beispiel fiir ein NP-vollstandiges Problem:

3-SAT

Gegeben:  Eine Aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform ¢ = GG A Co...ACpy
mit jeweils drei literalen pro Klausel.

Frage: Gibt es eine Variablenbelegung, welche ¢ erfiillt?
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Beispiel 3-Sat

Ein Beispiel fiir ein NP-vollstandiges Problem:

3-SAT

Gegeben:  Eine Aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform ¢ = GG A Co...ACpy
mit jeweils drei literalen pro Klausel.

Frage: Gibt es eine Variablenbelegung, welche ¢ erfiillt?

e Beispiel: ¢ = (x1V x5V xg)A(7x2V x3Vxg) A(—x1V X2V xa)

e Eine mogliche erfiillende Belegung ist (x1,x2,x3,%4) = (1,0,0,1).



Beispiel NP-Vollstiandigkeitsbeweis

Wir fiihren ein neues Problem ein.

CLIQUE

Gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V/,E) und eine Zahl k € N.

Frage: Gibt es eine Clique, also eine Teilmenge an paarweise durch eine Kante ver-
bundene Knoten, der GroBe mindestens k?

Aufgabe:

a) Geben Sie eine “Ja"-Instanz fiir Clique mit kK =5 an.

b) Geben Sie eine “Nein"-Instanz fiir Clique mit k =4 und einem Graphen mit mindestens 6
Knoten an.
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CLIQUE

Gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V/,E) und eine Zahl k € N.

Frage: Gibt es eine Clique, also eine Teilmenge an paarweise durch eine Kante ver-
bundene Knoten, der GroRe mindestens k?

e Zu zeigen: CLIQUE liegt in NP.
e Wir kdnnen in quadratischer Zeit verifizieren, ob eine gegebene Teilmenge an Knoten eine
Clique bildet oder nicht.
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Beispiel NP-Vollstiandigkeitsbeweis

Nun wollen wir NP-Vollstandigkeit zeigen.
e Zu zeigen: CLIQUE ist NP-schwer.
3-Sat <P Clique

e Konstruktion:

Konstruiere einen Graphen G.

Fiige fiir jedes Literal in jeder Klausel einen Knoten ein.
Verbinde alle Knoten durch Kanten untereinander.

Entferne die Kanten zwischen Knoten innerhalb einer Klausel
Entferne die Kanten zwischen Knoten, welche ein Literal und seine Negation reprasentieren.

Setze k = m, also auf die Zahl der Klauseln der gegebenen Formel ¢.
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e Konstruiere einen Graphen G.
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Beispiel NP-Vollstiandigkeitsbeweis

Korrektheitsbeweis: Zu zeigen: ¢ ist erfiillbar, genau dann wenn G enthilt eine Clique der
GroBe (mindestens) k.

= Aufgabe!
< Aufgabel!



TWO-Clique

Wir fiihren ein weiteres Problem ein.

TWO-CLIQUE

Gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V,E).

Frage: Besitzt G zwei Cliquen V4, V5 C V, sodass V4 und V5 eine Partition von G

bilden (V = V1UV2)?

Aufgabe:
a) Zeigen Sie entweder, dass TWO-Clique in P liegt, oder dass TWO-Clique NP-vollstandig

Ist.

b) Veranschaulichen Sie ihren Beweis an einem selbst gewahlten Beispiel.

10
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Co-Klassen

e Sei ¢ eine beliebige Komplexitatsklasse fiir ein Entscheidungsproblem.

e Dann enthilt co% genau die Probleme, dessen Komplement in % liegt.

e Das bedeutet, genau die Nein-Instanzen fiir ein Problem A € ¥ sind Ja-Instanzen fiir das
Komplement von A.

e Es gilt P=coP.

e Es ist ein offenes Problem, ob NP = coNP gilt.

11



Beispiel coNP

UNSAT

Gegeben:  Eine Aussagenlogische Formel ¢.

Frage: Ist ¢ unerfiillbar?

Anders formuliert
Fiir alle Variablenbelegungen gilt: ¢ is nicht erfiillt.
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Beispiel coNP

UNSAT

Gegeben:  Eine Aussagenlogische Formel ¢.

Frage: Ist ¢ unerfiillbar?

Anders formuliert
Fiir alle Variablenbelegungen gilt: ¢ is nicht erfiillt.

UNSAT ist coNP-vollstindig.

12



Orakel-Turingmaschinen

Sei ¢ eine beliebige Komplexitatsklasse fiir ein Entscheidungsproblem.
Ein ¥-Orakel kann ein beliebiges Problem in %" in einem Schritt entscheiden.

13



Orakel-Turingmaschinen

Sei ¢ eine beliebige Komplexitatsklasse fiir ein Entscheidungsproblem.
Ein ¥-Orakel kann ein beliebiges Problem in %" in einem Schritt entscheiden.

e Die Klasse Ag = PNP enthilt genau die Probleme, welche mit einer deterministischen
Turingmaschine in Polynomialzeit entschieden werden kann, welche beliebig oft auf ein
NP-Orakel zugreift.

13



Orakel-Turingmaschinen

Sei ¢ eine beliebige Komplexitatsklasse fiir ein Entscheidungsproblem.
Ein ¥-Orakel kann ein beliebiges Problem in %" in einem Schritt entscheiden.

e Die Klasse Ag = PNP enthilt genau die Probleme, welche mit einer deterministischen
Turingmaschine in Polynomialzeit entschieden werden kann, welche beliebig oft auf ein
NP-Orakel zugreift.

e Die Klasse ©F = PNPIe] enthilt genau die Probleme, welche mit einer deterministischen
Turingmaschine in Polynomialzeit entschieden werden kann, welche h6échstens
logarithmisch oft auf ein NP-Orakel zugreift.

13



Orakel-Turingmaschinen

Sei ¢ eine beliebige Komplexitatsklasse fiir ein Entscheidungsproblem.
Ein ¥-Orakel kann ein beliebiges Problem in %" in einem Schritt entscheiden.

e Die Klasse Ag = PNP enthilt genau die Probleme, welche mit einer deterministischen
Turingmaschine in Polynomialzeit entschieden werden kann, welche beliebig oft auf ein
NP-Orakel zugreift.

e Die Klasse ©F = PNPIe] enthilt genau die Probleme, welche mit einer deterministischen
Turingmaschine in Polynomialzeit entschieden werden kann, welche h6échstens
logarithmisch oft auf ein NP-Orakel zugreift.

e Die Klasse Zg = NPNP enthilt genau die Probleme, welche mit einer
nichtdeterministischen Turingmaschine in Polynomialzeit entschieden werden kann,
welche beliebig oft auf ein NP-Orakel zugreift.

13



Entscheidungsprobleme und Klasse NP - Wiederholung

Ein (groBes) Teilgebiet der Komplexititstheorie beschaftigt sich mit der Klassifizierung von
Entscheidungsproblemen beziiglich Komplexitatsklassen.

e Entscheidungsproblem: Ausgabe ist Ja oder Nein.

e Instanz: Eine Eingabe beziiglich eines gegebenen Problems.

e Die Komplexitatsklasse NP: Entscheidungsprobleme deren Losung (deterministisch) in
Polynomialzeit iiberpriift werden kdnnen.

14



Weitere Entscheidungsprobleme

Wir fiihren zwei neue Entscheidungsprobleme ein.

VERTEX-COVER

Gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V/, E) und eine positive ganze Zahl k.

Frage: Gibt es eine Knoteniiberdeckung V' von G mit |V'| < k, d.h. V/ C V und fiir
alle u,v € E gilt ue V' oder ve V'?
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Weitere Entscheidungsprobleme

Wir fiihren zwei neue Entscheidungsprobleme ein.

VERTEX-COVER

Gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V/, E) und eine positive ganze Zahl k.

Frage: Gibt es eine Knoteniiberdeckung V' von G mit |V'| < k, d.h. V/ C V und fiir
alle u,v € E gilt ue V' oder ve V'?

SUBSET-SUM

Gegeben:  Positive ganze Zahlen (a1,...,a,) und eine positive ganze Zahl K.

Frage: Existiert eine Teilmenge A C {1,...,n}, fiir die ¥;cpa; = K gilt?

15



Komplexitat von Vertex-Cover und Subset-Sum

Theorem

Clique <P Veertex-Cover (1)
Vertex-Cover <P Subset-Sum (2)

Was kénnen wir damit iiber die Komplexitdt von Vertex-Cover und Subset-Sum
aussagen?

16



Zihlprobleme

Neben Entscheidungsproblemen betrachten wir Z3hlprobleme, die in der Komplexitatstheorie
ebenfalls beziiglich Komplexitatsklassen klassifiziert werden.
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Zihlprobleme

Neben Entscheidungsproblemen betrachten wir Z3hlprobleme, die in der Komplexitatstheorie
ebenfalls beziiglich Komplexitatsklassen klassifiziert werden.

e Zihlproblem: Ausgabe ist eine nicht negative ganze Zahl.
e Instanz: Eine Eingabe beziiglich eines gegebenen Problems.

e Die Komplexitdtsklasse #P: Die Klasse der Funktionen, welche die Anzahl der Lésungen
von NP Problemen berechnen.

e Ein Problem ist #P-vollstindig, wenn es in #P liegt und #P-schwer ist (d.h. mindestens
so schwer zu 16sen wie alle Probleme in #P).

17



Beispiel: Subset-Sum und #Subset-Sum

SUBSET-SUM

Gegeben:  Positive ganze Zahlen (ai,...,ap) und eine positive ganze Zahl K.

Frage: Existiert eine Teilmenge AC {1,..., n}, fir die Y;cpa; = K gilt?
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Beispiel: Subset-Sum und #Subset-Sum

SUBSET-SUM

Gegeben:  Positive ganze Zahlen (ai,...,ap) und eine positive ganze Zahl K.

Frage: Existiert eine Teilmenge AC {1,..., n}, fir die Y;cpa; = K gilt?

Das entsprechende #P-vollstandige Zahlproblem, kann wie folgt definiert werden.

#SUBSET-SUM

Eingabe:  Positive ganze Zahlen (ai,...,an) und eine positive ganze Zahl K.

Ausagbe:  Fiir wie viele Teilmengen gilt AC{1,....n} Y,caa; = K?

18



Beispiel: Subset-Sum und #Subset-Sum

Betrachte die folgenden Instanzen fiir SUBSET-SuUM:

1. ((5,6,5,4,2,2),10)
2' ((5767574’272)73)

19
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Beispiel: Subset-Sum und #Subset-Sum

Betrachte die folgenden Instanzen fiir SUBSET-SuUM:

1. ((5,6,5,4,2,2),10), JA-Instanz
2. ((5,6,5,4,2,2),3), NEIN-Instanz

» Handelt es sich um JA- oder NEIN-Instanzen fiir SUBSET-SUM?
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Beispiel: Subset-Sum und #Subset-Sum

Betrachte die folgenden Instanzen fiir SUBSET-SuUM:

1. ((5,6,5,4,2,2),10), JA-Instanz
2. ((5,6,5,4,2,2),3), NEIN-Instanz

» Handelt es sich um JA- oder NEIN-Instanzen fiir SUBSET-SUM?

» Welches Ergebnis berechnet die Funktion #SUBSET-SUM fiir die Instanzen?
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Beispiel: Subset-Sum und #Subset-Sum

Betrachte die folgenden Instanzen fiir SUBSET-SuUM:

1. ((5,6,5,4,2,2),10), JA-Instanz, 3.
2. ((5,6,5,4,2,2),3), NEIN-Instanz

» Handelt es sich um JA- oder NEIN-Instanzen fiir SUBSET-SUM?

» Welches Ergebnis berechnet die Funktion #SUBSET-SUM fiir die Instanzen?
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Beispiel: Subset-Sum und #Subset-Sum

Betrachte die folgenden Instanzen fiir SUBSET-SuUM:

1. ((5,6,5,4,2,2),10), JA-Instanz, 3.
2. ((5,6,5,4,2,2),3), NEIN-Instanz, 0.

» Handelt es sich um JA- oder NEIN-Instanzen fiir SUBSET-SUM?

» Welches Ergebnis berechnet die Funktion #SUBSET-SUM fiir die Instanzen?
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H#SAT

Eingabe:  Eine Aussagenlogische Formel ¢.

Ausagbe:  Fiir wie viele Belegungen der Variablen ist ¢ erfiillt?

¢ = X1 \/X2 (3)
0 =0 Vx)Axs (4)

» Handelt es sich um JA- oder NEIN-Instanzen fiir SAT?
» Welches Ergebnis berechnet die Funktion #SAT fiir die Instanzen?
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Reduktion von Funktionen

Seien f,g: X" — N.
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Reduktion von Funktionen

Seien f,g: X" — N.

e f ist funktionell reduzierbar auf g, wenn in Polynomialzeit berechenbare Funktionen
v:N—=Nund p:¥* — ¥* existieren, sodass

fiir jedes x € L* gilt.
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Reduktion von Funktionen

Seien f,g: X" — N.

e f ist funktionell reduzierbar auf g, wenn in Polynomialzeit berechenbare Funktionen
v:N—=Nund p:¥* — ¥* existieren, sodass

fiir jedes x € L* gilt.
e f ist sparsam (parsimoniously) reduzierbar auf g, wenn eine in Polynomialzeit
berechenbare Funktion p : ©* — ¥* existiert, sodass

fir jedes x € X* gilt.
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#PARTITION

Eingabe:  Eine Sequenz von positiven ganzen Zahlen (ky,...,k,) mit Y7, k; ist gerade.

Ausagbe:  Fiir wie viele AC {1,...,n} gilt Yicaki = Yo,

#PARTITION reduces to #SUBSET-SUM

22



Eine weitere Klasse der Entscheidungsprobleme ist die Klasse PP.
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Eine weitere Klasse der Entscheidungsprobleme ist die Klasse PP.

e Wir betrachten ein Problem A.
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e Wir betrachten ein Problem A.

e Wir sagen, dass A in der Komplexitatsklasse PP liegt, wenn
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Eine weitere Klasse der Entscheidungsprobleme ist die Klasse PP.

e Wir betrachten ein Problem A.

e Wir sagen, dass A in der Komplexitatsklasse PP liegt, wenn

eine Funktion f aus der Klasse #P existiert,
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Eine weitere Klasse der Entscheidungsprobleme ist die Klasse PP.

e Wir betrachten ein Problem A.

e Wir sagen, dass A in der Komplexitatsklasse PP liegt, wenn

eine Funktion f aus der Klasse #P existiert,
sodass fiir alle x € X* gilt:
x €A = f(x)>2pKD-1,

wobei p eine polynomiale Funktion ist.
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Eine weitere Klasse der Entscheidungsprobleme ist die Klasse PP.

e Wir betrachten ein Problem A.

e Wir sagen, dass A in der Komplexitatsklasse PP liegt, wenn

eine Funktion f aus der Klasse #P existiert,
sodass fiir alle x € X* gilt:
x €A = f(x)>2pKD-1,

wobei p eine polynomiale Funktion ist.

Alternativ: Fiir eine Sprache L gilt, L € PP, wenn eine probabilistische
Polynomialzeit-Turingmaschine TM existiert, sodass

x €L < Pr[TM(x) =1] > 1/2.
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Beispiel PP-Vollstandigkeit

Das folgende Problem ist PP-vollstandig.

MAJORITY-SAT

Gegeben:  Eine Aussagenlogische Formel in konj. Normalform ¢ = C; ACG A ... A Cpy.

Frage: Ist es wahr, dass mehr als die Halfte aller Variablenbelegungen ¢ erfiillen?
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