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Vorbemerkungen

Dieses Skript wurde von Prof. Dr. J. Rothe erstellt und wird seit dem Jahr 2000 regelmiBig
iberarbeitet (in der Regel von ihm selbst: 2000-2007, 2010, 2011, 2013, 2016; 2008 von
PD Dr. E. Gurski; 2009 von Dr. G. Erdélyi; 2012, 2014 und 2017 von Prof. Dr. M. Leuschel;
2015 und 2018 von Jun.-Prof. Dr. D. Baumeister). Das Skript soll und kann kein Lehrbuch
ersetzen! Es soll und kann Thnen nicht die Teilnahme an den Vorlesungen und Ubungen
ersparen. Fiir eine erfolgreiche Teilnahme an der Veranstaltung ,,Informatik IV miissen Sie
zusitzlich an den Vorlesungen und Ubungen aktiv teilnehmen und in Lehrbiichern lesen.

Dieses Skript wird stéindig aktualisiert und kann von der Vorlesungswebsite
http : //ccc.cs.uni-duesseldorf.de/ rothe/info4

heruntergeladen werden. Am Ende des Semesters enthilt es alle fiir die Priifung ndtigen
Begriffe, Definitionen und Sitze, zum Teil auch zusitzliche Erldauterungen, Beispiele und
Beweise. Manche Abschnitte dieses Skripts sind grau statt schwarz dargestellt. Das bedeu-
tet, dass diese Teile nicht priifungsrelevant sind und in der Vorlesung und den Ubungen
auch nicht besprochen werden. Wer mochte, kann diese Teile natiirlich trotzdem lesen.

Stand der Anderungen: 10. Juli 2019.
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Teil 1

Formale Sprachen und Automaten






Kapitel 1
Grundbegriffe

1.1 Worter, Sprachen und Grammatiken

Definition 1.1 (Alphabet, Wort und Sprache)

e FEin Alphabet ist eine endliche, nichtleere Menge . von Buchstaben (oder Symbolen).
Beispiel: X1 = {a,b,c} oder ¥o = {0,1}.

e Ein Wort iiber X ist eine endliche Folge von Elementen aus ..
Beispiel: wi = aabc und wo = caba sind Worter iiber ¥1; w3 = 1110 und wy = 0101
sind Worter iiber X,.

e Die Linge eines Wortes w (bezeichnet mit |w|) ist die Anzahl der Symbole in w.
Beispiel: |010] = 3.

e Das leere Wort ist das eindeutig bestimmte Wort der Linge 0 und wird mit dem
griechischen Buchstaben ) ( ,,Lambda*) bezeichnet'.
(Beachte: ) ist nicht als Symbol eines Alphabets erlaubt.)
Es gilt |\| = 0.

e Die Menge aller Worter iiber X bezeichnen wir mit 3*.
Beispiel: {0,1}* = {),0,1,00,01, 10, 11, 000, . . .}.

e FEine (formale) Sprache (iiber X.) ist eine jede Teilmenge von X*.
Beispiel: L = {00,10} C ¥* = {0, 1}*.

'In einigen Biichern (z.B. Schoning: Theoretische Informatik - kurz gefasst) wird das leere Wort auch mit
dem griechischen Buchstaben e (,,Epsilon”) bezeichnet.

11
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e Die leere Sprache ist die Sprache, die keine Worter enthiilt, und wird mit ) bezeichnet.

(Beachte: ) # {\}.)

e Die Kardinalitit einer Sprache L ist die Anzahl der Worter von L und wird mit || L||
bezeichnet.

Beispiel: ||{00, 10}|| = 2.

Zusitzlich zu den iiblichen mengentheoretischen Operationen definieren wir weitere
grundlegende Operationen, die auf Worter oder Sprachen angewandt werden konnen.

Definition 1.2 (Operationen auf Wortern und Sprachen) Seien A und B beliebige Spra-
chen iiber dem Alphabet ¥, d.h., A, B C ¥*. Definiere

e die Vereinigung von A und B durch
AUB={z € X*|x € Aoderx € B},
Beispiel: {10,1} U {1,0} = {10,1,0}.
e den Durchschnitt von A und B durch
ANB={rxe ¥ |z € Aundx € B};
Beispiel: {10,1} N {1,0} = {1}.
e die Differenz von A und B durch
A—B={zxe¥* |z € Aundx ¢ B};
Beispiel: {10,1} — {1,0} = {10}.
e das Komplement von A durch

A=Y —A={ze¥|z¢A}

Beispiel: {10,1} = {0,1}* — {10, 1} = {,0,00, 11,01, 000, .. .}.

e Die Konkatenation (Verkettung) von Wortern u, v € X* ist ein Wort uv € X*, das
wie folgt definiert ist.

—Istu=v =\ soistuv =vu = \

— Istv = ), soist uv = u.
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— Istu = )\ so ist uv = 0.
- Sind u = uqug - - - Uy und v = V1Vy - - - Uy, MIL U, V; € X, SO ISt

UV = ULU * * - UpV1Vg " * * Uy

Beispiel: w= 01, v = 10, uv = 0110 und vu = 1001.

e Die Konkatenation (Verkettung) von Sprachen A und B (also von Mengen von Wortern)
ist die Sprache
AB ={ab|a € A und b € B}.

Beispiel: {10,1}{1,0} = {101,100, 11, 10}.

e Die Iteration einer Sprache A C >* (die Kleene-Hiille von A) ist die Sprache A*, die
induktiv definiert ist durch

A" =N}, Ar=AA A=A

n>0

Definiere die \-freie Iteration von A durch A™ = ., A™. Es gilt: AT U{\} = A"
Folgende Eigenschaft gilt aber nicht: At = A* — {\}, ndmlich dann nicht, wenn
A e A

Beispiel:

{10,137 = {A},

{10,1} = {10, 1},

{10,1}% = {10,1}{10,1} = {1010, 101, 110, 11},
{10,1}® = {10, 1}{10,1}* = {101010, .. .}.

e Die Spiegelbildoperation fiir ein Wort u = ujus - - - u, € 3* ist definiert durch
sp(u) =y, + - - gy .
Beispiel: sp(0100101) = 1010010.

e Die Spiegelung einer Sprache A C >* ist definiert durch
sp(A) = {sp(w) | w € A}.

Beispiel: sp({100,011}) = {001, 110}.
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e Die Teilwortrelation auf >.* ist definiert durch
uC v <= (Ju, v € %) [vjuvy = 0.

Gilt u C v, so bezeichnen wir u als ein Teilwort (einen Infix) von v.

Beispiel: 100 C 1010010.

e Die Anfangswortrelation auf >.* ist definiert durch
ul,v <= (Jw € X*) [uw = v).

Gilt u C, v, so bezeichnen wir u als ein Anfangswort (einen Prifix) von v.

Beispiel: 101 C, 1010010.

Will man eine neue Sprache wie etwa Hollidndisch erlernen, so muss man zunichst das
Vokabular der Sprache und ihre Grammatik lernen. Das Vokabular ist einfach die Menge
der Worter, die in der Sprache vorkommen. Die Grammatik ist eine Liste von Regeln, die
festlegen, wie man Worter und Wortgruppen so zusammensetzen und mit der geeigneten
Interpunktion versehen kann, dass syntaktisch korrekt gebildete Sitze entstehen. Spéter
lernt man dann, semantisch korrekte (womdoglich sogar sinnvolle) Sitze zu bilden.

Dies trifft auch auf formale Sprachen zu. Betrachte zum Beispiel die Sprache

L ={a"b"|n > 0},

die genau aus den Wortern besteht, die mit einem Block von n Symbolen a beginnen, ge-
folgt von einem Block von n Symbolen b, fiir beliebiges n > 0. Beachte, dass wegen n = 0
auch das leere Wort A zu L gehort. Eine formale Sprache wie L hat eines gemeinsam mit
einer natiirlichen Sprache wie Holldndisch: Sie beide brauchen eine Grammatik, die ihre
Syntax festlegt. Grammatiken formaler Sprachen sind so genannte generative Grammati-
ken, denn sie legen fest, wie man ein beliebiges Wort der Sprache aus dem Startsymbol
erzeugen kann. Grammatiken sind also endliche Objekte, die unendliche Objekte beschrei-
ben konnen, ndmlich die von ihnen erzeugten Sprachen.

Definition 1.3 (Grammatik) Eine Grammatik ist ein Quadrupel G = (X, N, S, P), wobei
e ). ein Alphabet (von so genannten Terminalsymbolen) ist,
e N cine endliche Menge (von so genannten Nichtterminalen) mit ¥ N\ N = (),
e S € N das Startsymbol und

e PC(NUX)" x (N UZX)* die endliche Menge der Produktionen (Regeln).
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Dabei ist (N UX)t = (N UX)* — {A}. Regeln (p, q) in P schreiben wir auch so: p — q.

Fiir Grammatikregeln mit gleicher linker Seite A € N schreiben wir auch kurz

A= qlal| g sat A—q
A— g2
A—=q,
(aus der so genannten BNF (Backus-Naur-Form)).

Definition 1.4 (Ableitungsrelation, Sprache einer Grammatik) Sei G = (X, N, S, P)
eine Grammatik, und seien u und v Worter in (N U X)*.

e Definiere die unmittelbare Ableitungsrelation bzgl. G so:
ubgv <= u=2apz,v=12qz,
wobei x,z € (N UX)* und p — q eine Regel in P ist.
e Durch n-malige Anwendung von \-¢ erhalten wir =¢.. Das heifit:
ubav <= u=xoFcri1 g Fegx,=v

fiir n > 0 und fiir eine Folge von Wortern xo, x1,...,x, € (XU N)* Insbesondere
ist u =Y .

e Die Folge (zg,x1,...,x,), x; € (XUN)*, 2o = S und z,, € 3* heifit Ableitung von
T, inG, falls xo Fg 1 F¢ -+ - Fa xp.

e Definiere == |J,~, Fé. Man kann zeigen, dass \=(, die reflexive und transitive
Hiille von ¢ ist, d.h. die kleinste bindre Relation, die reflexiv und transitiv ist und
o umfasst.

e Die von der Grammatik GG erzeugte Sprache ist definiert als
L(G) ={w e ¥*| S w}.
o Zwei Grammatiken G und G5 heifen dquivalent, falls L(G1) = L(G2).
Beispiel 1.5 (Grammatik) Betrachte die folgenden Grammatiken.
1. Sei Gh = (31,11, 51, Ry) die folgende Grammatik:

e das terminale Alphabet ist ¥ = {a, b},
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e das nichtterminale Alphabet ist Ty = {S1} und
o die Menge der Regeln ist gegeben durch

Ry = {51 — aSib| \}.
Eine Ableitung fiir G:
S1 kg, aSiblg, aaSibb kg, aabb = aabb € L(Gy).
Man sieht leicht, dass G die Sprache L = {a"b™ |n > 0} erzeugt, d.h., L(G1) = L.
2. Sei Gy = (29,19, 59, Ry) die folgende Grammatik:

e das terminale Alphabet ist 5 = {a, b, c},
e das nichtterminale Alphabet ist Ty = {Ss, B, C'} und
o die Menge der Regeln ist gegeben durch

R2 = { SQ — aSQBC ‘ &BC,

CB — BC,
aB — ab,bB — bb,bC — be, cC' — cc }.

Eine Ableitung fiir Gs:

Sg l_Gg CZSQBC |_G2 CLGSQBCBC I_Gz aaaBCBCBC
Fa, aaaBBCCBC Vg, aaaBBCBCC tFg, aaaBBBCCC
Fe, aaabBBCCC Fg, aaabbBCCC kg, aaabbbCCC
Fa, aaabbbcC'C Fa, aaabbbccC Fa, aaabbbeee

= aaabbbece € L(Gy).

Man sieht leicht, dass Gy die Sprache L = {a™b"c" | n > 1} erzeugt, d.h., L(Gs) =
L. (Ubungsaufgabe)

3. Sei G3 = (X3,1'3, S3, R3) die folgende Grammatik:

e das terminale Alphabet ist X3 = {x,+,(, ), a},
e das nichtterminale Alphabet ist I's = {S3} und
e die Menge der Regeln ist gegeben durch

Ry = {S3 — S5+ S5 | S3 % S5 | (53) | a}.
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Eine Ableitung fiir Gs:
83 |—93 83 + 53 |_G3 53 * Sg + 83
I—G3 (Sg) % 33 + Sg |_03 (53 + Sg) * Sg + Sg
Fay - Fa, (a+a)xa+a

= (a+a)*a+aec L(Gy).

G5 erzeugt die Sprache aller verschachtelten Klammerausdriicke mit den Operatio-
nen + und x und einem Zeichen a.

Der Prozess des Ableitens von Wortern ist inhdrent nichtdeterministisch, denn im All-
gemeinen kann mehr als eine Regel in einem Ableitungsschritt angewandt werden.

Verschiedene Grammatiken konnen dieselbe Sprache erzeugen. Tatséchlich hat jede
durch eine Grammatik definierbare Sprache unendlich viele sie erzeugende Grammatiken.
Das heifit, eine Grammatik ist ein syntaktisches Objekt, das mittels der in Definition 1.4
eingefiihrten Begriffe ein semantisches Objekt erzeugt, nimlich ihre Sprache.

1.2 Die Chomsky-Hierarchie

Grammatiken werden gemif} bestimmter Restriktionen klassifiziert, die ihrer Regelmenge
auferlegt sind. In dieser Weise wird die Chomsky-Hierarchie definiert, eine Hierarchie von
Sprachklassen.

Definition 1.6 (Chomsky-Hierarchie) G = (3, N, S, P) sei eine Grammatik.

o (G ist Typ-0-Grammatik, falls P keinerlei Einschrinkungen unterliegt.

e ( ist Typ-1-Grammatik (bzw. kontextsensitiv bzw. nichtverkiirzend oder monoton),
falls fiir alle Regeln p — q in P gilt: |p| < |q|.

o FEine Typ-1-Grammatik G ist vom Typ 2 (bzw. kontextfrei), falls fiir alle Regeln p — q
in P gilt:p e N.

o Eine Typ-2-Grammatik G ist vom Typ 3 (bzw. regulér bzw. rechtslinear), falls fiir alle
Regelnp — qin P gilt: p € N und g € > UXN.

e Eine Sprache A C X* ist genau dann vom Typ i € {0, 1,2, 3}, wenn es eine Typ-i-
Grammatik G gibt mit L(G) = A.

e Die Chomsky-Hierarchie besteht aus den vier Sprachklassen:
£, = {L(G) | G ist Typ-i-Grammatik},
wobei i € {0,1,2,3}. Ubliche Bezeichnungen:
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— £y ist die Klasse aller Sprachen, die durch eine Grammatik erzeugt werden
konnen;

— £1 = CS ist die Klasse der kontextsensitiven Sprachen;
— £9 = CF ist die Klasse der kontextfreien Sprachen,

- £3 = REG ist die Klasse der regulidren Sprachen.

Alle Sprachen

Typ-0-Sprachen

Typ-1-Sprachen (CS)

Typ-2-Sprachen (CF)

Typ-3-Sprachen (REG)

Abbildung 1.1: Die Chomsky-Hierarchie

Offensichtlich sind die Grammatiken GG und G5 aus Beispiel 1.5 kontextsensitiv. Die
Grammatik G, enthilt die Regel S; — A\ und ist wegen |S;| = 1 > 0 = |A| nach De-
finition 1.6 nicht kontextsensitiv (vgl. ,,Sonderregelung fiir das leere Wort™“). Da (G, eine
Grammatik ist, ist G; eine Typ-0-Grammatik.

Der Ausdruck ,kontextsensitiv® fiir Typ-1-Grammatiken kann damit erkldrt werden,
dass eine Grammatik mit nichtverkiirzenden Regeln, d.h., Regeln von der Form p — ¢ mit
Ip| < |ql, in eine dquivalente Grammatik G = (X,T', S, R) umgewandelt werden kann,
deren Regeln kontextsensitiv sind, also die Form uAv — wwv haben, wobei A € T,
u,v,w € (X UT)* und w # A. Die Anwendung einer solchen Regel von G heift, dass
ein Nichtterminal A nur im Kontext von v und v ersetzt werden kann.

Offensichtlich ist die Grammatik G5 aus Beispiel 1.5 sogar kontextfrei. Der Ausdruck
,kontextfrei* fiir Typ-2-Grammatiken kann damit erklért werden, dass nur Regeln der Form
A — ¢ fiir ein Nichtterminal A angewandt werden diirfen, d.h., A wird durch ¢ ersetzt,
unabhingig vom Kontext von A.

Der Begriff ,rechtslinear fiir Typ-3-Grammatiken ist durch die spezielle Form der
Regeln (wenn ein Nichtterminalsymbol auf einer rechten Seite auftritt, so steht es dort
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ganz rechts) leicht nachvollziehbar. Entsprechend verwendet man den Begriff , linksline-
ar*, wenn alle fiir alle Regeln p — ¢ in P gilt: p € N und ¢ € > U N (wenn ein Nichtter-
minalsybol auf einer rechten Seite auftritt, so steht es dort ganz links). Man kann zeigen,
dass beide Begriffe dquivalent bzgl. der definierbaren Sprachen sind (Ubungsaufgabe).

Fakt 1.7 sowie Abbildung 1.1 zeigen die Inklusionsstruktur der Chomsky-Hierarchie.
Wir werden spiter sehen, dass alle diese Inklusionen echt sind.

Fakt 1.7
REG C CF C CS C &,.

Unter den Klassen der Chomsky-Hierarchie sind die kontextfreien Sprachen beson-
ders wichtig, z.B. im Zusammenhang mit der Syntaxanalyse beim Compilerbau. Ebenso
sind die reguldren Sprachen bei der lexikalischen Analyse von Programmen wichtig. Kon-
textsensitive und Typ-0-Sprachen spielen in der Theoretischen Informatik, speziell in der
Berechenbarkeitstheorie, eine wichtige Rolle.

Sonderregelung fiir das leere Wort

Fiir Typ-i-Grammatiken G = (3, N, S, P) miti € {1, 2, 3} gilt nach obiger Definition fiir
alle Produktionen p — ¢ die Bedingung |p| < |q¢|, daraus folgt dass A ¢ L(G). Dies ist
jedoch nicht immer wiinschenswert (s. Beispiel 1.5). Um das leere Wort in Sprachen von
Typ-i-Grammatiken fiir i € {1, 2, 3} aufzunehmen, treffen wir die folgende Vereinbarung:

(a) Die Regel S — \ist als einzige verkiirzende Regel fiir Grammatiken vom Typ 1, 2, 3
zugelassen.

(b) Tritt die Regel S — A auf, so darf .S auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommen.

Dies ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, denn: Gibt es in P Regeln mit S’ auf
der rechten Seite, so verdndern wir die Regelmenge P zur neuen Regelmenge P’ wie folgt:

1. In allen Regeln der Form S — w aus P mit u € (/N U X)* wird jedes Vorkommen
von S in « durch ein neues Nichtterminal S’ ersetzt.

2. Zusitzlich enthilt P’ alle Regeln aus P, mit S ersetzt durch S’.
3. Die Regel S — A wird hinzugefiigt.

Die so modifizierte Grammatik G' = (X, N U {5}, S, P’) ist (bis auf S — )) vom
selben Typ wie G und erfiillt L(G") = L(G) U {A}.

Beispiel 1.8 Wir betrachten die Grammatik G = (X, N, S, P) mit
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e das terminale Alphabet ist ¥ = {a, b},
e das nichtterminale Alphabet ist N = {S} und

o die Menge der Regeln ist gegeben durch

P ={S — aSb| ab}.

Man sieht leicht, dass G kontextfrei ist und die Sprache L = {a"b™ | n > 1} erzeugt,
d.h., L(G) = L.

Wir modifizieren die Grammatik G nun gemdpf3 der Sonderregelung fiir das leere Wort,
um eine kontextfreie Grammatik fiir die Sprache {a"b" | n > 0} = L U {\} zu gewinnen.
Nach obiger Konstruktion erhalten wir eine kontextfreie Grammatik G' = (£,{S, 5"}, S, P’)
mit

P = { S—aSh|ab gemdf3 1.)
S" — aS'b | ab gemdif3 2.)
S—=A } gemdf; 3.)

und L(G") = L(G) U {\}.

Syntaxbaum

Um Ableitungen von Worten in Grammatiken vom Typ 2 oder 3 anschaulich darzustellen,
verwenden wir einen wie folgt definierten Syntaxbaum.

e Sei G = (3, N, S, P) eine Grammatik vom Typ 2 oder 3, und sei S = wg ¢ w; Fg
-+ F¢ w, = w eine Ableitung von w € L(G).

e Die Wurzel (d.h. die Etage 0) des Syntaxbaums ist das Startsymbol S.
e Etage i: Wird wegen der Regel A — 2 im i-ten Ableitungsschritt (w; 1 F¢ w;) das
Nichtterminal A in w;_; durch das Teilwort z von w; ersetzt, so hat der Knoten A im

Syntaxbaum |z| S6hne, die v.L.n.r. mit den Symbolen aus z beschriftet sind.

e Die Blitter des Baumes ergeben von links nach rechts gelesen w.

Ein Beispiel fiir einen Syntaxbaum ist in Abbildung 1.2 zu sehen.
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/N

S + S3

S3

a a

Abbildung 1.2: Syntaxbaum fiir die Ableitung des Wortes (a + a) * a + a in der Typ 2-
Grammatik (G5 aus Beispiel 1.5

Mehrdeutigkeit

Definition 1.9 (Mehrdeutige Grammatik) Eine Grammatik G heifit mehrdeutig, falls es
ein Wort w € L(G) gibt, das zwei verschiedene Syntaxbdume hat. Eine Sprache A heifit
inhdrent mehrdeutig, falls jede Grammatik G mit A = L(G) mehrdeutig ist.

Beispiel 1.10 (Mehrdeutige Grammatik) Offensichtlich ist die Grammatik G3 aus Bei-
spiel 1.5 mehrdeutig, wie die zwei Syntaxbdume aus Abbildung 1.2 und Abbildung 1.3 fiir
Ableitungen des Wortes (a + a) * a + a zeigen.

Beispiele inhdrent mehrdeutiger Sprachen werden wir spéter kennenlernen.
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Ss
Ss " S
N IN
( Ss ) Ss + S
/N
Ss 4+ S a a

Abbildung 1.3: Ein weiterer Syntaxbaum fiir die Ableitung des Wortes (a + a) * a + a in
der Typ 2-Grammatik GG3 aus Beispiel 1.5



Kapitel 2

Regulire Sprachen

2.1 Endliche Automaten

Jede Klasse der Chomsky-Hierarchie kann durch einen geeigneten Automatentypen cha-
rakterisiert werden. Beispielsweise kann jede regulidre Sprache durch einen endlichen Au-
tomaten erkannt werden, und jede von einem endlichen Automaten erkannte Sprache ist
regulir.

Definition 2.1 (DFA) Ein deterministischer endlicher Automat (kurz DFA fiir “determini-
stic finite automaton”) ist ein Quintupel M = (X, Z, 6, zy, F), wobei

e > ein Alphabet ist,
e 7 eine endliche Menge von Zustinden mit X N Z = (),

e §: 7 x ¥ — Z die Uberfiihrungsfunktion,

zo € Z der Startzustand und
e F' C Z die Menge der Endzustinde (Finalzustinde).

Wir erlauben auch partiell definierte Uberfiihrungsfunktionen. Durch Hinzunahme ei-
nes weiteren Zustandes kann man solche Funktionen leicht total definieren.

Beispiel 2.2 (DFA) Ein Beispiel fiir einen DFA ist M = (3, Z, 0, 2o, F') mit

£ = {01} HETEEIEY
Z = {207 215 225 23} o Ol 21| 23] 22| 23
F = {z} Tj 23|22 | 22 23

23
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Arbeitsweise eines DFA
Ein DFA M = (X, Z, §, 2o, I') akzeptiert bzw. verwirft eine Eingabe x wie folgt:
e M beginnt beim Anfangszustand z, und fiihrt insgesamt |z| Schritte aus.

e Der Lesekopf wandert dabei v.l.n.r. liber das Eingabewort z, Symbol fiir Symbol,
und indert dabei seinen Zustand jeweils gemiB der Uberfiihrungsfunktion §: Ist M
im Zustand z € Z und liest das Symbol a € ¥ und gilt §(z,a) = 2/, so dndert M
seinen Zustand in 2’.

e Ist der letzte erreichte Zustand (nachdem z abgearbeitet ist) ein Endzustand, so ak-
zeptiert M die Eingabe x; andernfalls lehnt M sie ab.

- a Eingabewort
Lesekopf
/ Programm:
Y Zustand Uberfiihrungsfunktion
z
)

Abbildung 2.1: Arbeitsweise eines endlichen Automaten

Zustandsgraph eines DFA

Ein DFA M = (X, Z, 6, zo, F') ldsst sich anschaulich durch seinen Zustandsgraphen dar-
stellen, dessen Knoten die Zustinde von M und dessen Kanten Zustandsiibergénge gemif
der Uberfiihrungsfunktion & reprisentieren. Gilt §(z, a) = 2’ fiir ein Symbol a € ¥ und fiir
zwei Zustéinde z, 2’ € Z, so hat dieser Graph eine gerichtete Kante von z nach 2/, die mit a
beschriftet ist. Der Startzustand wird durch einen Pfeil auf 2, dargestellt. Endzusténde sind
durch einen Doppelkreis markiert, siche Beispiel 2.3.

Beispiel 2.3 (Zustandsgraph eines DFA) Abbildung 2.2 zeigt den Zustandsgraph fiir den
DFA aus Beispiel 2.2.

Um die Sprache eines DFA zu definieren, erweitern wir unsere Uberﬁihrungsfunktion
0 auf Eingaben aus Z x Y*.
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0,1

0,1
Abbildung 2.2: Zustandsgraph eines deterministischen endlichen Automaten

Definition 2.4 (Sprache eines DFA) Sei M = (X, 7,0, 2, I') ein DFA. Die erweiterte
Uberfiihrungsfunktion 6 : Z x ¥* — Z von M ist induktiv definiert:

5(z,A) =

dz,ax) = 6(0(2,a),x)

fiiralle z € Z, a € Y und x € X",
Die vom DFA M akzeptierte Sprache ist definiert durch

-~

L(M) ={w € X*| d(z,w) € F}.

-~

Fiir a € X gilt 0(z,a) = 0(z, a), und fiir z = ayas - - - a, in ¥* gilt:
3(z,2) = 8(--8(3(2,a1), a9) - -+ , ).

Beispiel 2.5 (Sprache eines DFA) Wie arbeitet der DFA in Abbildung 2.2 bei Eingabe von
01117

-~

5(2,0111)

5(5(5(5(207 O)a 1)7 1)7 1)
5(6(6(217 1)7 1)7 1)
(5((5(22, 1), 1)
(5(2’2, ].)
= Z9 e F.

Wie arbeitet der DFA in Abbildung 2.2 bei Eingabe von 0011?
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8(2,0011) = &(5(5(5(z0,0),0),1),1)
= §(5(5(z1,0),1),1)
= 6(6(z3,1),1)
= 5(23,1)
= z3 ¢ F.

Der DFA in Abbildung 2.2 akzeptiert offenbar die Sprache
L ={z € {0,1}" | x beginnt mit 01}.
Im néchsten Beispiel geben wir DFAs fiir einfache formale Sprachen an.

Beispiel 2.6 (DFA) Es sei 3. ein Alphabet.

L DFA M mit L(M) = L Zustandsgraph fiir M

)

| 5 S0 = sma € Sz | D)
P TR A A B e ©
A} (. {z0},0, 20, {z0}) *
0 (5, {20},0, 20,0) ~()

Satz 2.7 Jede von einem DFA akzeptierte Sprache ist reguldir (d.h. vom Typ 3).

Beweis. Seien A C ¥* eine Sprache und M = (X, Z, 0, 29, F) ein DFA mit L(M) = A.
Definiere eine reguldre Grammatik G = (3, N, S, P) durch:

o N =17,

o S =2,
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e P besteht aus genau den folgenden Regeln:

- Gilt6(z,a) = 2/, soist z — a2’ in P.
— Istdabei 2’ € F, soist zusitzlich z — a in P.

- Ist A\ € A(d.h., zy € F), soistauch zyg — A in P, und die bisher konstruierte
Grammatik wird gemal der Sonderregel fiir A modifiziert.

Offenbar gilt A € A <= X € L(G). Firalle x = ajas---a, € X* mitn > 1 gilt:

r €A <= esgibteine Zustandsfolge zg, z1, . . ., 2,, S0 dass zy Startzustand
und z,, € Fist,und §(z;_1,a;) = z; firjedesi, 1 <i<n
<= es gibt eine Folge von Nichtterminalen zy, 21, . . ., 2, mit
S=zFaz1Fajaszt---Faay-ap_12p—1 - aras - a,_1a,
<~ uz € L(G).

Somitist A = L(G). |

Beispiel 2.8 (Regulire Grammatik zu gegebenem DFA) Wir konstruieren eine reguldire
Grammatik G = (X, N, S, P) fiir den DFA in Abbildung 2.2.

= {0’1}

{20, 21, 22, 23}

20

= { 20%021’123
21—>023’122|]_
22—>OZQ|122|0|1

z3 — 023 | 1z }

T =M
|

Nun erweitern wir die Uberfiihrungsfunktion in der Definition eines DFA und bezeich-
nen die neuen Automaten als NFA.

Definition 2.9 (NFA) Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (kurz NFA) ist ein Quin-
tupel M = (X, 7,9, S, F), wobei

e X ein Alphabet ist,
e 7 eine endliche Menge von Zustinden mit ¥ N 7 = (),

o 0: 7 x XY — P(Z) die Uberfiihrungsfunktion (hier: \3(Z) ist die Potenzmenge von
Z, also die Menge aller Teilmengen von Z),
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o S C Z die Menge der Startzustinde und
e F' C Z die Menge der Endzustinde (Finalzustinde).

Beispiel 2.10 (NFA) Der folgende Automat M ist nichtdeterministisch (da ||d(zo,1)| =
{z0, 21} = 2> 1).

0,1 0,1
& —Cr——— &
—>( 20 > 21 > >( Z3

Abbildung 2.3: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat

Definition 2.11 (Sprache eines NFA) Die erweiterte Uberfiihrungsfunktion 5 B(Z) x
¥* — B(Z) von M ist induktiv definiert:

-~

52N = Z
0(Z'ax) = |Jo(b(za).x)

zeZ!

fiiralle 7' C Z, a € Y und x € ¥*.
Die vom NFA M akzeptierte Sprache ist definiert durch

L(M) = {w € S| §(S,w) N F # 0},

Beispiel 2.12 (Sprache eines NFA) Wie arbeitet der NFA M in Abbildung 2.3 bei Eingabe
von 01117

5({z},0111) = 8(2,0),111)

[
) O,
=&
~ o
IS
H —
Y~ —
—_
—_ =
~— —

L(Zg, ) )U6<5(Z1> )71)
= 6({z0, 21}, 1) Ud({z}, 1)
= ((1207 )7 )U5(5(217 )’ ))U5(6(227 )’)‘)
= (0(f20, 211, A) Ud({223, 1)) Ud({z5}, A)
= {z0, 21} U {22} U {23}
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~

=  0({20},0111) N {22} = ({20, 21} U {22} U{z3}) N {22} # 0
— 0111 € L(M).

Wie arbeitet der NFA M in Abbildung 2.3 bei Eingabe von 01?

~ ~

0({20},01) = (0(2,0),1)

Nl
)
N
==
SEES
SIS
—_
S—
< —
va
S—

= (5 {Zo, Zl}, )\)
= {20, 21}

- 6({20},01)“{22} = {Zo,Zl}m{ZQ} = Q)
—  01¢L(M).

Der NFA aus Beispiel 2.10 akzeptiert die Sprache aller Wérter iiber {0,1}*, die an
vorletzter Stelle eine 1 haben.

Es scheint jedoch wesentlich schwieriger zu seien fiir die Sprache ,,alle Worter iiber
{0, 1}*, die an vorletzter Stelle eine 1 haben einen DFA anzugeben. Deshalb stellt sich die
Frage, ob NFAs méchtiger sind als DFAs. Die Antwort lautet: Nein.

Satz 2.13 (Rabin und Scott) Jede von einem NFA akzeptierte Sprache kann auch von ei-
nem DFA akzeptiert werden.

Beweis. Sei M = (3, 7,6,S, E) ein NFA. Konstruiere einen zu M &quivalenten DFA
M = (X,8(2),d, 2, F) wie folgt:

e Zustandsmenge von M’: die Potenzmenge B(7) von Z,

~

o V(7' a) =U,cp 0(2,a) = 6(Z',a) firalle Z/ C Zund a € &,
o 2, =25,
o F={Z'CZ|Z'NE #0}.
Offenbar sind M’ und M #quivalent, denn fiir alle x = ajas - - - a, in X* gilt:

v € L(M) < 4S,z)NE+#0

<= es gibt eine Folge von Teilmengen 7, Z5, ..., Z, C Z mit
(5’(5, (1,1) = Zl, (5/(21, (1,2) = ZQ, Cee 5/(Zn,1, (J,n) = Zn und
Z,NE#0

= Z,=0(z),x)€F
<~ ze€L(M).
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Somit ist L(M') = L(M). |

Beispiel 2.14 (DFA zu gegebenem NFA) Wir modifizieren den NFA aus Beispiel 2.10 et-
was und betrachten den folgenden um einen Zustand kleineren NFA M = (X, 7,0, S, E) in

Abbildung 2.4.

0,1 0,1

(——()—
JE—
Abbildung 2.4: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat

Der NFA aus Abbildung 2.4 akzeptiert die Sprache aller Worter iiber {0, 1}, die an
letzter Stelle eine 1 haben.

Wir konstruieren nun einen zu M dquivalenten DFA M' = (X%, 7', S, F') gemdif3 dem
Satz von Rabin und Scott:

Y = {0,1},
7l = {{20721722}7{20721}7{20722}7{21722}7{20}7{21}7{22}7(2)}7
fp = {ZO}a

= {{ZO’ 21y 22}7 {ZO7 Zl}v {Zlv 22}’ {21}},

’ o' H 0 ‘ {20} ‘ {z1} ‘ {22} ‘ {20, 21} ‘ {20, 22} ‘ {z1, 22} ‘ {70, 21, 22} ‘
0 {20} {22} | {20} {20, 22} {20, 22} {20} {20, 22}
1[0 {z0,21} | {z2} | {22} | {20, 21,22} | {20, 21,22} {22} {20, 21, 22}

Offensichtlich kinnen die Zustinde 0, {z1}, {22}, {21, 22} nicht vom Startzustand {zo}
erreicht werden und konnen zur Vereinfachung weggelassen werden.

Die Potenzmengenkonstruktion ldsst vermuten, dass es Sprachen gibt, bei denen jeder
DFA exponentiell mehr Zustinde haben muss als der beste NFA. Dies trifft im folgenden

Beispiel zu.
Beispiel 2.15 Wir betrachten fiir n > 1 die Sprache

L, = {x€{0,1}"| dern-te Buchstabe von hinten in x ist 1}
= {2 €{0,1} |2 = ulvmitu € {0,1}* und v € {0,1}"'}.

Es gilt:



Theoretische Informatik - Sommersemester 2019 31

1. Es gibt einen NFA fiir L,, mit n + 2 Zustdnden.
(Beweis: Einfache Modifikation der NFAs fiir Lo und L, in Abbildung 2.3 und 2.4.)

2. Jeder DFA fiir L, hat mindestens 2" Zustdnde.
(Beweis: s. Kapitel 2.5.1: Der Satz von Myhill und Nerode.)

Nun vollenden wir den Ringschluss.
Satz 2.16 Fiir jede reguliire Grammatik G gibt es einen NFA M mit L(M) = L(G).

Beweis. Sei G = (X, N, S, P) eine gegebene regulidre Grammatik. Konstruiere einen NFA
M= (3,7,6,5F) so:

e 7/ =NU{X}, wobei X ¢ N UX ein neues Symbol ist,

P {S,X} fallsS — AinP
| {X} falls S — A nicht in P,

S"={S} und

firalle A € Nund a € X sei

5@%@)::< U {B})LJ U x3

A—aB €P A—a €P

Es gilt: A € L(G) <= X € L(M). AuBlerdem gilt fiir alle n > 1 und z = a1as2- - - a,
in X*:

r € L(G) <= esgibteine Folge Ay, Ay, ..., A,_1 € N mit

S F a1A1 F (IlagAQ F---F a;ag - - anflAnfl F a1ag - Ap—10ap

<= esgibteine Folge A, As,..., A, 1 € Zmit Ay € §(S,ay),
Ay € 0(Ar,a9), ..., An1 €0(An_2,an-1),X € 0(A,_1,a,)

— 5. 2)NF=56{S},a)NF #£0

<~ z e L(M).

Somit ist L(G) = L(M). |
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Beispiel 2.17 (NFA zu regulidrer Grammatik) Es sei G = (X, N, S, P) die folgende re-
gulire Grammatik:

Y = {0,1},

N = {5},

P = {S—05|15]1}.

Nach dem obigen Beweis konstruieren wir den NFA M = (X, Z,0, S, F') mit

= {071}7
{S7X}7
{X}7
= 15h
: 8(S,0) = {S},
3(S.1) = {S. X}.

<

S NM
I

Korollar 2.18 REG = {L(M)| M ist DFA} = {L(M)| M ist NFA}.

Zu jeder reguldren Sprache gibt es unendlich viele DFAs bzw. NFAs, die sie akzeptie-
ren.

2.2 Regulare Ausdriicke

Definition 2.19 (Regulire Ausdriicke) Sei X ein Alphabet. Die Menge der regulidren Aus-
driicke (iiber Y.) ist definiert durch:

o () und X sind reguliire Ausdriicke.
e Jedes a € X ist ein reguldrer Ausdruck.

e Sind o und [ reguliire Ausdriicke, so sind auch

- aB,
- (o + B) und

- (o)
reguldiire Ausdriicke.

e Nichts sonst ist ein reguldrer Ausdruck.
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Definition 2.20 (Sprache regulirer Ausdriicke) Sei X ein Alphabet. Jedem reguliiren Aus-
druck =y ist in eindeutiger Weise eine Sprache L(v) C ¥* zugeordnet (wir sagen: .y be-
schreibt L(~)“), die so definiert ist:

(0 falls v =0
{A\} falls v =\
I B {a} falls v = a fiir eina € ¥
)=\ L)L®)  fallsy = ap
L) U L(B) falls v = (o + )
| L(a)” falls v = («)*.

Zwei reguldre Ausdriicke oy und o heifien dquivalent (kurz oy ~ aw), falls L(cy) =
L(Oég).

Beispiel 2.21 Es sei ¥ = {a,b}.
1. Der regulire Ausdruck oy = (X + a(a + b)*) beschreibt die Sprache
L(on) = {A} U{ax |z € {a,b}"},
d.h. das leere Wort und alle Worter iiber X, die mit a beginnen.
2. Der regulire Ausdruck as = ((a + b)*ab) beschreibt die Sprache
L(ag) = {xab| x € {a,b}"},
d.h. alle Worter iiber Y., die mit ab enden.

Bemerkung 2.22

o Wegen 0" = {\} hiitte man den reguléiiren Ausdruck X in der Definition oben auch
weglassen konnen.

e Formal korrekt hiitte man die Menge der reguliren Ausdriicke unabhdngig vom Al-
phabet (wie Grammatiken und DFAs) definieren miissen, etwa so:

RegAusdruck(X) = {a| « ist regulirer Ausdruck iiber 3}

RegAusdruck = U RegAusdruck().
Y ist Alphabet

Wir nehmen jedoch an, dass implizit immer ein Alphabet fixiert ist.
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o Jede endliche Sprache A C X* wird durch einen reguliren Ausdruck beschrieben. Ist
etwa A = {ay,aq,...,a}, soist A= L(«) mit

a = (-~~((a1+a2)+a3)—i—---+ak).
Somit ist jede endliche Sprache reguliir.

e Jeder reguliire Ausdruck o beschreibt genau eine Sprache, niamlich L(«), aber fiir
Jjede reguliire Sprache A = L(«) gibt es zum Beispiel wegen

L((a+ a)) = L(a) U L(a) = L(«)
unendlich viele reguldre Ausdriicke, die A beschreiben.
Satz 2.23 (Kleene) REG = {L(«) | a ist reguléirer Ausdruck}.
Beweis.

(2) Sei A = L(«) fiir einen reguldren Ausdruck «.. Wir zeigen durch Induktion iiber den
Aufbau von «, dass A € REG durch Angabe eines NFA M mit L(M) = A.

Induktionsanfang: a = () oder « = X\ oder a = a € 3.
Der NFA

(3,{20},0,{20},0) falls a = )
M =< (Z,{20},0,{20},{20}) falls a = A
(3,{z0,21},{0(20,a) = {z1}}, {20}, {z1}) fallsa=a€X

leistet je nach Fall das Gewiinschte.
Induktionsschritt: o € {ajaz, (a1 + a2), (a1)*}, fiir regulire Ausdriicke
oy und a.

Nach Induktionsvoraussetzung existieren NFAs M; und M, mit L(M;) = L(wy;),
firi € {1,2}. Sei fir ¢ € {1,2}:

M’L' = (27 Zi7 5i7 Si7 E)7

wobei 0.B.d.A. Z; N Z, = () gelte; andernfalls werden Zustéinde entsprechend
umbenannt.

Fall1: o« = s,
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Definiere M = (3, 7,4, S, F') als die ,,Hintereinanderschaltung™ von M,
und M, durch:

4 = Z1UZ,
S - Sl falls A g L(Ozl) = L(Ml)
a Sl U Sg falls \ € L(O{l) = L(Ml)
F o= F2 falls \ € L(Ozg) L(Mg)
N FiUF, falls\e L(ag) = L(Ms)
d1(z,a) falls z € Z; und 61 (z,a) N Fy =0
iz,a) = 01(z,a)USy fallsz € Zyund 61(z,a) N Fy # 0
da(z,a) falls z € Z,

firallea € X und 2
Fall2: a = (a1 + a2).
Der ,,Vereinigungsautomat* M = (X, Z; U Zy, 01 U d2, 51 U Sy, F1 U Fy)
von M und M, leistet das Gewiinschte.
Fall3: a = (ay)*.
Der ,Riickkopplungsautomat* M = (3, 7,0,5,F) von M; leistet das
Gewilinschte, der folgendermallen definiert ist:
1. Zunichst fiigen wir A hinzu, falls notig:

_ M1 falls A € L(Ml)
M = ~ ~ o~
(2,2,6,8,F) falls \ & L(M,)

Z.

m

mit Z = 7, U{2}, S = S; U {2}, F = F, U {2}, wobei 2 ¢ Z,.
Offenbar ist L(M) = L(M;) U {A}.

2. Riickkopplung: Definiere M = (3, 7,9, S, F'), wobei Z, S und F die
Menge der Zustinde, Anfangszustinde und Endzustinde von J\/Z sind,
und fiirallea € X und z € Z:

5 _ | 0i(za) falls §;(z,a) N F = ()
(:0) = 61(z,a) US  falls §;(z,a) N F # ().

Offenbar gilt L(M) = L(M,)* = L((a1)*) = L(«).
(©) Sei A € REG, und sei M ein DFA mit L(M) = A, wobei M = (3, Z, 0, z1, F) mit
Z ={z1,22,...,2n}

Konstruiere einen reguliren Ausdruck a mit L(«) = A. Definiere dazu Sprachen RY j

miti,j € {1,2,...,n}und & € {0,1,...,n}, die sich durch regulére Ausdriicke
beschreiben lassen:

3\( z;, x) = z; und keiner der dabei durchlaufenen Zustinde
(auBer z; und z; selbst) hat einen Index groBer als £.
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Wir zeigen durch Induktion iiber k: Fiir jedes k € {0, 1,...,n} ldsst sich jede Spra-
che Rﬁ ; durch einen reguléren Ausdruck beschreiben.

Induktionsanfang: &k = 0. Ist 7 # j, so ist

R); ={a€X]d(z,a) = z}.

Isti = 7, soist
R?,i ={A\tU{a e X|d(z,a) =z}

In beiden Fillen ist R?,j endlich und daher durch einen reguldren Ausdruck be-
schreibbar.

Induktionsschritt: £ — k + 1. Es gilt

k+1 _ pk k k * Dk
RiS = Ry U Ry (R i) B

denn: Entweder braucht man den Zustand 2,1 gar nicht, um von z; nach z; zu kom-
men, oder z;,; wird dabei einmal oder mehrmals in Schleifen durchlaufen, siehe
Abbildung 2.5.

E+1

e
Abbildung 2.5: Skizze zum Beweis des Induktionsschritts

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es reguldre Ausdriicke aﬁ ; fr die Mengen Rf, o
Somit ist
k+1 _ (K k k k
Qi = (ai,j + ai,k+1(ak+1,k+1)*%+1,j)
ein regulidrer Ausdruck fiir Rﬁjl. Ende der Induktion.

Ferner gilt:
A=LM)=|]J Ry

z,eR
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Istalso £ = {z;,, 2i,, - - -, Zi,, }» SO ist
— n n n
a=(afy +of, + - Faly,)

ein reguldrer Ausdruck fiir A.

2.3 Gleichungssysteme

Ziel: Bestimmung der von einem NFA (bzw. DFA) akzeptierten Sprache durch Losung
eines linearen Gleichungssystems.

Gegeben: NFA M = (X,7,5,S, F) mit Z = {z1,29,..., 2, }.
Gesucht: L(M).
Methode: Bilde ein Gleichungssystem mit n Variablen und n Gleichungen wie folgt:

1. Jedes z; € Z, 1 <1 < n, ist Variable auf der linken Seite einer Gleichung.

2. Gilt z; € §(2;,a) fiir z;,z; € Z und a € ¥, so ist az; Summand auf der rechten

(13

Seite der Gleichung ,,z; = - - - .

3

3. Gilt z; € F, soist )* Summand auf der rechten Seite der Gleichung ,,z; = - - -

Die z; werden als regulidre Sprachen (bzw. Ausdriicke) interpretiert und gemifl Lem-
ma 2.24 und Satz 2.26 ausgerechnet. Es gilt dann:

LM)= | =

bzw. L(M) = L(«) fiir den reguléren Ausdruck o = > _¢ 2.

Lemma 2.24 Sind A, B C ¥* reguldire Sprachen mit \ ¢ A, so gibt es genau eine reguldre
Sprache X, die Losung der Gleichung

X=AXUB 2.1
ist.

Beweis. Setze X = A*B. Offenbar ist X reguldr, denn X = L(v) fiir den regulidren
Ausdruck v = (a)*5, wobei A = L(«) und B = L(p).
Es gilt:
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1. X = A*B ist kleinste (d.h. inklusionsminimale) Losung von (2.1), denn:

AA'B)UB = (Al A”U{A}) B

n>0

= AOUUA">B

n>1

= U A”) B
n>0

= A'B.

Ist Y irgendeine Losung von (2.1), so gilt:

Y =AY UB.
Es folgt:
B C AYUB=Y
AB C AYUB=Y
A’B C AYUB=Y

N

A*B:(UA">B AY UB =Y.

n>0

2. X = A*Bistdie einzige Losung von (2.1), denn: Angenommen, es gébe eine andere
Losung Y & A*B von (2.1). Dann existiert ein kiirzestes Wort y € Y mity ¢ A*B.
Da Y Losung von (2.1) ist, folgt aus y € Y:

y € AY UB.

Fall1: y € B.Dannisty € B = {A\}B C A*B. Widerspruch.

Fall 2: y € B.Dannmuss y € AY gelten. Somitisty = vw mitv € Aundw € Y.
Da )\ & A, ist [v| > 1. Somit ist |w| < |y|.
Unterfall 2.1: w € A*B. Dann ist auch y = vw € A*B. Widerspruch.

Unterfall 2.2: w & A*B. Dann ist y nicht das kiirzeste Wort mit y € Y und
y ¢ A*B. Widerspruch zur Wahl von y.

Folglich gibt es genau eine Losung von (2.1), ndmlich die regulédre Sprache X = A*B. |}
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Bemerkung 2.25 Gilt A € A in (2.1), so ist die regulire Menge X = A*B ebenfalls
Losung von (2.1). Allerdings muss diese dann nicht mehr eindeutig sein, da y = vw € AY
auch fiir v = X gelten kann und der obige Widerspruch dann nicht auftreten muss.

Aus obiger Methode ergibt sich ein Gleichungssystem der Form:

21 = Az UApzU---UA,z, U B
29 = A9z UAgezoU---U Aypz, U By

: (2.2)
Zn = ApiziUApzU---UA,2z,UB,

Satz 2.26 Gilt A;;, B, € REG und A ¢ A;; fiir alle i,j,k € {1,2,...,n} im obigen
Gleichungssystem (2.2), dann hat es eine eindeutig bestimmte Losung durch reguldre Men-
gen z;, 1 <1< n.

Beweis. Gegeben sei ein Gleichungssystem der Form (2.2). Lose es sukzessive durch An-
wendung der folgenden Schritte:

1. Gibt es Gleichungen ,,2; = ---*, deren linke Seite z; nicht auf der rechten Seite
vorkommt, so eliminiere diese Gleichung ,,z; = ---*“ und die Variable z; in jeder
anderen Gleichung durch Einsetzen der rechten Seite von ,,z; = - - -

2. Vereinfache nach dem Distributivgesetz

UXUVX =(UUV)X.

3. Das entstandene System hat wieder die Form (2.2), wobei nun jede linke Seite z;
auch rechts vorkommt. Das hei3t, jede verbliebene Gleichung hat die Form (2.1):

wobei A und B sich aus den Koeffizienten A;;, B, € REG und den Variablen z;,
1 # j,1in (2.2) gemélB dem obigen Umformungsprozess ergeben. Nach Lemma 2.24
hat eine solche Gleichung die eindeutige Losung A* B, die eine regulidre Sprache ist.

4. Ersetze der Reihe nach alle noch vorhandenen Variablen durch die entsprechenden
Losungen. Stets entsteht dabei ein System von der Form (2.2) mit einer Variablen
weniger, und in keiner der Koeffizientenmengen kommt A vor.

Satz 2.26 ist bewiesen. |
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2.4 Das Pumping-Lemma

Ziel: Nachweis der Nichtregularitit von Sprachen.

Satz 2.27 (Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen) Sei L. € REG. Dann existiert eine
(von L abhdngige) Zahl n > 1, so dass sich alle Worter x € L mit |z| > n zerlegen lassen
in x = uvw, wobei gilt:

1. |uv| <mn,
2. v > 1,
3. (Vi > 0) [uv'w € L]

Beweis. Sei . € REG, und sei M ein DFA fiir L. Wihle als n die Zahl der Zustidnde
von M. Sei z € L beliebig mit |z| > n.

Beim Abarbeiten von x durchlduft M genau |z| + 1 > n + 1 Zustinde einschlieBlich
des Startzustands. Folglich gibt es einen Zustand z, der zweimal durchlaufen wird. Das
heilt, M hat bei Eingabe x eine Schleife durchlaufen. Wahle nun die Zerlegung x = uovw
so, dass nach Lesen von u und von uv derselbe Zustand z erreicht ist und die Bedingungen
(1) und (2) erfiillt sind. Es ist klar, dass das geht.

Abbildung 2.6: Beweis des Pumping-Lemmas fiir regulire Sprachen

M erreicht somit denselben Endzustand z. bei Eingabe von

ww = uw
wrw = ww=z
wvw

uv W

(siehe Abbildung 2.6). Somit sind alle diese Worter in L, und auch Eigenschaft (3) ist
bewiesen. i
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Bemerkung 2.28 Man beachte, dass Satz 2.27 keine Charakterisierung von REG liefert,
sondern lediglich eine Implikation:

LeREG= (In>1)(Vx e L,|z| >n) (Fu,v,w € I*) [z = uvw A (1) A (2) A (3)].

Alle Sprachen

Regulire Sprachen

Sprachen nach PL
nicht regulér

Abbildung 2.7: Anwendbarkeit des Pumping-Lemmas (PL)

Anwendungsbeispiele

Behauptung 2.29 L = {a™b™ | m > 1} ist nicht regulir.

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Angenommen, L. € REG. Sei n die Zahl, die
nach dem Pumping-Lemma (Satz 2.27) fiir L existiert. Betrachte das Wort z = a™b" mit
|z] =2n > n.Dax € L, ldsst sich = so in z = uvw = a"b" zerlegen, dass gilt:

1. Juv| < n,dh, wo =a™ firm < n;
2. |v| > 1,dh,v=d*mitk > 1;
3. (Vi > 0) [uwv'w € L.
Insbesondere gilt fiir : = O:
ww = vw = a"Fo" € L,
was ein Widerspruch zur Definition von L ist. Also ist die Annahme falsch und L nicht

regulir. i

Behauptung 2.30 L = {0™ | m ist Quadratzahl} ist nicht reguliir.
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Beweis. Der Beweis wird wieder indirekt gefiihrt. Angenommen, . € REG. Sei n die
Zahl, die nach dem Pumping-Lemma fiir L existiert. Betrachte das Wort z = 0" mit
|z| = n? >n.Dax € L, lisst sich z soin z = uvw = o zerlegen, dass die Bedingungen
(1), (2) und (3) aus Satz 2.27 gelten. Aus den Bedingungen (1) und (2) folgt:

1< || < Juv| < n.

Aus Bedingung (3) folgt fiir i = 2, dass uv?w ein Wort in L ist. Andererseits gilt:

n? = |z| = luvw| < [u*w| <P+ n<n?+2n+1=(n+1)>%
Folglich ist die Linge des Wortes uv?w € L keine Quadratzahl, was ein Widerspruch zur
Definition von L ist. Also ist die Annahme falsch und L nicht regulir. |

Hier folgt ein Beispiel fiir eine nicht regulédre Sprache, die jedoch trotzdem die Bedin-
gungen des Pumping-Lemmas fiir reguldre Sprachen erfiillt.

Beispiel 2.31 (Eine nicht reguliire Sprache, die die PL-Bedingungen dennoch erfiillt)
L sei die Sprache aller Worter, die entweder nur Einsen enthalten (wobei auch null Einsen
maoglich sind) oder mit mindestens einer Null beginnen, gefolgt von einer Quadratzahl von
Einsen, d.h.,

L={ze{0,1}*|z=1"mit k> 0oderz = 0/1" mit j > 1 und k > 1}.

Wir versuchen wieder (wie sich hier zeigt: vergeblich!), einen Widerspruchsbeweis fiir
L ¢ REG zu fiihren, und nehmen also L € REG an.

Sei x € L beliebig mit |x| > n, wobei n die Pumping-Lemma-Zahl fiir L ist. Nach dem
Pumping-Lemma gibt es eine Zerlegung x = uvw, die die Bedingungen (1), (2) und (3)
erfiillt.

Fall 1: = = 1*. Fiir x = 1* = wvw liefern diese drei Bedingungen (insbesondere
w'w = 1¥ € L fiir alle i > 0) jedoch keinen Widerspruch.

Fall 2: © = 091%". Auch fiir v = 011 = wow ergibt sich kein Widerspruch aus
den drei Bedingungen, insbesondere konnte die Zerlegung xr = uvw mit u = \ und
v =0 (da j > 1) gewdihlt worden sein, so dass uwv'w = 0Iti11% ¢ L fiir alle i > 0
tatsdchlich gilt.

Auch wenn das Pumping-Lemma hier nicht den gewiinschten Widerspruch liefert, ldsst sich
aufgrund von Behauptung 2.30 vermuten, dass L nicht reguldir ist, was sich mittels einer
Verallgemeinerung des Pumping-Lemmas tatsdchlich auch beweisen ldsst.
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2.5 Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

2.5.1 Der Satz von Myhill und Nerode

Man kann einer Sprache L C X* wie folgt eine Aquivalenzrelation R;, auf ¥* zuordnen.

Definition 2.32 (Myhill-Nerode-Relation) Sei . C >* gegeben. Fiir x,y € X* gelte
r Ry genau dann, wenn

(VzeX*)|[zz € L < yz € L]
Insbesondere gilt fiir Worter x,y € X" mit xRpy:
rel < yeclL,
ndmlich fiir z = \.

Wie jede Aquivalenzrelation induziert Ry, eine Zerlegung (d.h. eine disjunkte und vollstindi-
ge Uberdeckung) von YX* in Aquivalenzklassen:

[z] = {y € X" [ xRy},

die repriisentantenunabhdingig ist. Die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklassen wird
bezeichnet mit

Index(Ry) = || {[a]] = € %Y.
Satz 2.33 (Myhill und Nerode) Es sei L eine Sprache iiber einem beliebigen Alphabet ..
L € REG <= Index(Rp) < oc.

Beweis. (=) Sei L € REG, und sei M = (X, Z,0, 20, E) ein DFA mit L(M) = L.
Definiere eine Aquivalenzrelation R); auf >* wie folgt: z R,y gelte genau dann, wenn
8\(20@) = 3\(20734),
d.h., M ist nach dem Lesen von = im selben Zustand wie nach dem Lesen von y. Es gilt:
Index(R);) = Anzahl der von z, aus erreichbaren Zustéinde. (2.3)
Wir zeigen nun:

(Vz,y € ¥*) [tRyy = xRy, 2.4)

d.h., Ry, € Ry, (alsoist Ry, eine Verfeinerung von Ry).
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~ ~

Sei also xRy, d.h., 6(zp, ) = d(z0,y). Sei z € ¥* beliebig. Dann gilt:

rz €L

11117

Folglich gilt x Ry und somit (2.4).
Aus (2.3) und (2.4) folgt:

Index(R;) < Index(Ry) < || Z] < oc.

(<=) SeiIndex(R;) = k < oo fiirein k € N. Dann lisst sich $* in & Aquivalenzklassen
beziiglich R, zerlegen:
[.7}1] U [.IQ] U---u [xk] = E*,

wobei 1, 2s,..., 25, € X*. Der Aquivalenzklassen-Automat fiir L ist der DFA M =
(3, Z,0, z9, F'), der definiert ist durch:

Z = {["L‘l]v[xQ]?"'v[kay
d([x],a) = [za] fiirjedes [z] € Zunda € X,
zZ0 = [)\],

F = {ja]|zeL).

~

Lemma 2.34 Fiir alle ' € [x] und a € ¥ gilt [x'a] = [xa). Insbesondere gilt 6([\], ) =
[z] fiir jedes x € ¥*.

Der Beweis von Lemma 2.34 ist so offensichtlich, dass er weggelassen wird.
Es folgt:

e L(M) < b(z,2)€F
= §(N,z)eF
<= |[z] € F' (nach Lemma 2.34)
< x€lL.

Also ist L € REG. |
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Beispiel 2.35 (Anwendungsbeispiele — Satz von Myhill und Nerode)

1. Nachweis der Nichtregularitit von Sprachen (vgl. Behauptung 2.29).

Wir zeigen mittels Satz 2.33, dass L = {a™b™| m > 1} nicht reguliir ist. Zu den
Aquivalenzklassen von L bzgl. Ry, gehiren:

[ab] = {z €| abRya} = {ab,a’V*,a’V’,.. } =L
(0% = {a%b,d®?,a"?, ...}
[a®b] = {a’b,ab? a’b?, ...}

[a®b] = {a*b,a"™'b? a3, .}

Diese sind alle paarweise verschieden, d.h., [a'b| # [a’b] fiiri # j. Denn fiir z = '~
gilt a’bz € L, aber a’bz ¢ L. Folglich ist Index(Ry) = oo. Nach Satz 2.33 ist
L ¢ REG.

2. Nachweis der Regularitit von Sprachen

Wir zeigen mittels Satz 2.33, dass die Sprache L = {x € {a,b}* | x endet mit aa}
reguldr ist. Die Aquivalenzklassen von L bzgl. Ry, sind:

laa) = {z € {a,b}*|aaRpz} = {a* da® a*,... ba* ba® ba*, ...} =L
[a] = {a,ba,b?a,...} = {z € {a,b}* | v endet mit a, aber nicht mit aa’}
Al = {\byab,...} = {x € {a,b}" | x endet nicht mit a}.

Da {a,b}* = [aa) U [a] U [\], ist Index(Ry) = 3. Nach Satz 2.33 ist L € REG.

3. Untere Schranken fiir die Anzahl der Zustinde eines DFA

Es sei L eine reguliire Sprache. Fiir jeden DFA M = (X, Z,6, zy, E) mit L(M) = L
gilt nach der ,,(=)“-Richtung im Beweis von Satz 2.33:

Index(Ry) Index(Ryy)

<
= Anzahl der in M von zy aus erreichbaren Zustdande
< <]

Das heifit, M hat mindestens so viele Zustinde wie Ry Aquivalenzklassen. Wir wen-
den dieses Ergebnis an, um eine untere Schranke fiir die Anzahl der Zustdnde der
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DFAs anzugeben, die die Sprache

L, = {x€{0,1}"| dern-te Buchstabe von hinten in x ist 1}
= {2 €{0,1}* |2 =ulvmitu € {0,1}* und v € {0,1}"'}

erkennen.

Wir betrachten die Worter aus {0, 1}", d.h. die Worter der Liinge n iiber dem Alpha-
bet {0,1}. Es seien u,v € {0, 1}" mit u # v. Dann gibt es ein i, 1 < i < n, so dass
sich u und v an der Position © unterscheiden. Wir nehmen o.B.d.A. an, dass u an der
Position i eine 0 und v an der Position 1 eine 1 hat:

u = 0 01 ¢ L
v o= 1 0! e L

Es gilt nun: u0*! &€ L, da der n-te Buchstabe von hinten in u0'~! eine 0 ist, und
v0°~! € L, da der n-te Buchstabe von hinten in v0'~' eine 1 ist. Somit sind u und
v nicht dquivalent beziiglich Ry,. Da u und v beliebig waren, sind alle Worter aus
{0,1}" nicht dquivalent beziiglich Ry, , und es folgt: Index(Ry,) > 2". Somit hat
jeder DFA fiir L,, mindestens 2" Zustdnde. (Erinnerung: Es gibt einen NFA fiir L,
mit n + 2 Zustinden.)

4. Minimalautomaten. Siche Abschnitt 2.5.2.

2.5.2 Minimalautomaten

Definition 2.36 (Minimalautomat) Ein DFA M mit totaler Uberfiihrungsfunktion heif3t
Minimalautomat, falls es keinen zu M dquivalenten DFA mit totaler Uberfiihrungsfunktion
und weniger Zustdinden gibt.

Bemerkung 2.37 Es sei L C X* eine reguldre Sprache.

e Der in der Riickrichtung im Beweis von Satz 2.33 bestimmte Aquivalenzklassen-
Automat M, ist der DFA mit einer kleinstmoglichen Anzahl von Zustdnden, der L
akzeptiert.

Begriindung:

— die Anzahl der Zustinde von M, ist gleich Index(Ry) (Anzahl der Aquivalenz-
klassen der Myhill-Nerode-Relation) und
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- fiir jeden DFA M = (3, Z,8,2, E) mit L(M) = L = L(Mo) gilt nach der
»(=)“-Richtung im Beweis von Satz 2.33:

Index(Ry) Index(Ryy)

<
= Anzahl der in M von zy aus erreichbaren Zustinde
<

1Z]-
Folglich hat M, hochstens so viele Zustidnde wie M.

e Alle DFAs, die L akzeptieren und genau Index(Ry) Zustinde haben, sind bis auf
Umbenennung der Zustinde dquivalent, d.h., Minimalautomaten sind (bis auf Iso-
morphie) eindeutig bestimmt. ohne Beweis

Algorithmus Minimalautomat:

Eingabe: DFA M = (%, Z, §, 2, F) mit totaler Uberfiihrungsfunktion (d.h., §(z, a) ist fiir
alle z € Z und a € X definiert).

Ausgabe: Ein zu M dquivalenter Minimalautomat.
Algorithmus:

1. Entferne alle von z; aus nicht erreichbaren Zustinde aus Z.

2. Erstelle eine Tabelle aller (ungeordneten) Zustandspaare {z, 2’} von M mit z #

2.

3. Markiere alle Paare {z, 2’} mit

2e€F < 7/ ¢F

4. Sei {z, 2’} ein unmarkiertes Paar. Priife fiir jedes a € 3, ob

{6(2,0),0(z', a)}

bereits markiert ist. Ist mindestens ein Test erfolgreich, so markiere auch {z, 2'}.
5. Wiederhole Schritt 4, bis keine Anderung mehr eintritt.

6. Bilde maximale Mengen paarweise nicht disjunkter unmarkierter Zustands-
paare und verschmelze jeweils alle Zustinde einer Menge zu einem neuen Zu-
stand.

Der obige Algorithmus kann mit einer Laufzeit von O(]|Z||?) implementiert werden.
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Beispiel 2.38 (Minimalautomaten zu gegebenem DFA) Wir wollen einen Minimalauto-
maten zum DFA M = (X, Z, 0, 29, F) bestimmen, wobei

> 0|1

Z
X = {0,1} 20 21 | %2
Z = {z0,21,%2,23,24F 0 : |z 23 | 23
F = {z, 2} 29 24 | 24
Z3 23 | %3
24 24 | %4

(1.) Es sind alle Zustinde von zo aus erreichbar.

(2.)+(3.) Markiere alle Paare {z,2'} mit z € F < 2 ¢ F.

20 | 21 | %2 | %3
Za | X | X | X
23| X | X | X
?277

<1

(4.) Da {0(20,0),0(22,0)} markiert ist, wird {zo, 22} markiert, und da {6(zy,0),6(z1,0)}

markiert ist, wird { zo, z1 } markiert:

20| %1 | 22 | 23
Zg | X | X | X
zz | X | X | X
Zo | X
zZ1 | X

(5.) Es ergeben sich nun keine weiteren Anderungen mehr.

(6.) Wir konnen die Zustinde z, und zs bzw. z3 und z4 zu einem Zustand zi3 bzw. zas
zusammenfassen.

Damit erhalten wir einen zu M dquivalenten DFA M' = (X, 7', ', zy, F') mit

by
s = {0,1) 7 011
A {2072127234} & 20 212 | %12
F' = {234} 212 234 | %34
<34 234 | %34

Der DFA akzpetiert offenbar die Sprache aller Worte iiber {0, 1}* der Liinge mindestens
wei.



Theoretische Informatik - Sommersemester 2019 49

2.6 Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Definition 2.39 Seien 3 ein Alphabet und C C P3(3*) eine Sprachklasse iiber ..
C heifst abgeschlossen unter

Vereinigung, falls (VA,B C ¥*)[(Ae€C AN Be(C)= AUB e(];

Komplement, falls (VA C ¥*)[A € C = A € C);

Schnitt, falls (VA,B C ¥*)[(AeC AN BeC)=ANBeC(

Differenz, falls (VA,B C¥*)[(A€C N BeC)= A—-Be(];

Konkatenation, falls (VA,B C ¥*)[(A€C N BeC)= AB e (],

Iteration (Kleene-Hiille), falls (VA C ¥*)[A e C = A* € C);
e Spiegelung, falls (VA C ¥*)[A € C = sp(A) € C].

Satz 2.40 REG ist unter allen in Definition 2.39 angegebenen Operationen abgeschlossen.
ohne Beweis

Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen konnen genutzt werden, um die Regularitit
bzw. die Nichtregularitit von Sprachen zu zeigen.

Behauptung 2.41
1. Fiir jedes n > 1 ist die Sprache

L = {x€{0,1}"| der n-te Buchstabe in x ist 1}
= {2 €{0,1} |2 =ulvmitu € {0,1}" ' und v € {0,1}*}

reguldr.
2. Die Sprache
{z € {0,1}" | x enthdlt gleich viele Oen und len}

ist nicht reguldr. ohne Beweis
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2.7 Charakterisierungen regularer Sprachen

Wir fassen nun die verschiedenen oben gezeigten Charkterisierungen reguldrer Sprachen
zusammen.

Korollar 2.42 Es sei . C Y* eine Sprache. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Es gibt eine rechtslineare Grammatik G mit L(G) = L.

N

Es gibt eine linkslineare Grammatik G mit L(G) = L.
Es gibt einen DFA M mit L(M) = L.
Es gibt einen NFA M mit L(M) = L.

Es gibt einen reguliiren Ausdruck o mit L(«) = L.

AN

Fiir die Myhill-Nerode-Relation Ry, gilt: Index(Ry) < oc.



Kapitel 3

Kontextfreie Sprachen

Satz 3.1 REG ist echt in CF enthalten.

Beweis. Nach Behauptung 2.29 ist die Sprache L = {a™b™ | m > 1} nicht reguldr. Ande-
rerseits ist L kontextfrei, wie die einfache kontextfreie Grammatik G = ({a, b}, {S}, S, P)

mit den Regeln
P ={S — aSb| ab}

zeigt. Somit ist L € CF — REG, also REG C CF. |

3.1 Normalformen
Ziel: Vereinfachung kontextfreier Grammatiken (kurz kfGs).

Ausnahmeregelung fiir das leere Wort: Fiir kfGs, und nur fiir diese, erlauben wir \-
Regeln, d.h., Regeln der Form A — X, auch wenn A nicht das Startsymbol ist.

Dies kann manchmal wiinschenswert sein. Fiir kfGs kann man dies 0.B.d.A. zulassen,
denn A\-Regeln konnen ungestraft wieder entfernt werden.

Definition 3.2 (A-freie Grammatik) Eine kfG G = (X, N, S, P) heifst A-frei, falls in P
keine Regel A — \ mit A # S auftritt.

Satz 3.3 Zu jeder kfG G (mit A-Regeln) gibt es eine \-freie kfG G' mit L(G) = L(G").
Beweis. Der Beweis beruht auf folgender Konstruktion:

Gegeben: kfG G = (X, N, S, P) mit A-Regeln; 0.B.d.A. sei A ¢ L(G) (andernfalls ist die
Sonderregel fiir A anzuwenden).

51
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Gesucht: \-freie kfG G’ mit L(G) = L(G').
Konstruktion:
1. Bestimme die Menge
Ny={AeN|AF, A}
sukzessive wie folgt:

(a) Ist A — A eine Regel in P, soist A € N,.

(b) Ist A - A;A,--- A eine Regel in P mit £ > 1 und A; € N, fiir alle 7,
1<i<k,soist A € N,.

2. Fiige fiir jede Regel der Form
B—uAv mitBe N,Ae Nyunduv € (NUX)*"

zusitzlich die Regel B — wv zu P hinzu.

3. Entferne alle Regeln A — X aus P.

Schritt 2 muss auch fiir neu generierte Regeln iterativ angewendet werden. Dies ergibt die
gesuchte A-freie kfG G’ mit L(G) = L(G"). |

Beispiel 3.4 Wir betrachten die Grammatik G = (X, N, S, P) mit
e dem terminalen Alphabet . = {0, 1},
e dem nichtterminalen Alphabet N = {S, A, B,C, D, E} und

e der Regelmenge
P = { S— ABD,
A— ED| BB,
B — AC | A,
C =\,
D — 0,
E—1 }.

1. Wir bestimmen fiir die Grammatik G nun gemdyf3 dem Beweis von Satz 3.3 die Menge
N A

(a) Nx={B,C},daB—>\X€ PundC — )\ € P;
() Ny={A,B,C}, da A— BB e P.
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2. Wir entfernen alle Regeln A — )\, A € N, aus P und erginzen die restlichen Regeln
gemdf3 dem zweiten Schritt der Konstruktion im Beweis von Satz 3.3.

Wir erhalten eine kontextfreie Grammatik G' = (X,{S, A, B,C, D, E}, S, P') mit

P = { S—ABD|BD|AD| D,
A — ED | BB| B,
B— AC|A|C,
D — 0,
E—1 }

und L(G") = L(G). (Die Regeln B — AC und B — C sind iiberfliissig, weil C auf
keiner linken Seite einer Regel steht, und konnen wieder entfernt werden.)

Nun wollen wir Regeln der Form A — B betrachten. Da hier nur Nichtterminale um-
benannt werden, wollen wir solche Regeln vermeiden.

Definition 3.5 (Einfache Regel) Regeln A — B heifien einfach, falls A und B Nichtter-
minale sind.

In kontextfreien Grammatiken konnen einfache Regeln eliminiert werden.
Satz 3.6 Zu jeder kfG G gibt es eine kfG G’ ohne einfache Regeln, so dass L(G) = L(G").
Beweis. Der Beweis beruht auf folgender Konstruktion:
Gegeben: kfG G = (X, N, S, P) (mit einfachen Regeln).
Gesucht: kfG G’ ohne einfache Regeln, so dass L(G) = L(G').
Konstruktion:
1. Entferne alle Zyklen
By — By,By —+Bs,...,By_1— Bp,B, > B, mitB; ¢ N

und ersetze alle B; (in den verbleibenden Regeln) durch ein neues Nichttermi-

nal B.

2. Nummeriere die Nichtterminale als {A;, Ay, ..., A,} so, dass aus A, — A;
folgt: 7 < 7.

3. Firk = n—1,n—2,...,1 (riickwirts!) eliminiere die Regel A, — A, mit

k < ¢ so: Sind die Regeln mit A, als linker Seite gegeben durch
A= ug |ug | - |,
so entferne A, — A, und fiige die folgenden Regeln hinzu:

A = ug Jug | -+ | .



54 Vorlesungsskript von J. Rothe - Stand: 10. Juli 2019

Dies liefert die gesuchte kfG G’ ohne einfache Regeln mit L(G) = L(G'). |

Beispiel 3.7 (Entfernen einfacher Regeln) Betrachte die Grammatik
G = (X,N, S, P) mit

o dem terminalen Alphabet ¥ = {0, 1},
e dem nichtterminalen Alphabet N = {S, A, B,C, D} und

e der Regelmenge
P = { S— A|0C|00]0000,
A — B|11,
B—C|1,
C — D,
D— B }.

1. Entferne alle Zyklen iiber Nichtterminalsymbole gemdfs dem Beweis von Satz 3.6.

B — C, C — D, D — B werden entfernt und alle Vorkommen von B, C, D in den
restlichen Regeln werden durch B ersetzt:

P = { S— A|0B|00]|0000,
A— B|11,
B—1 }.
2. Nummeriere die Nichtterminalsymbole: S (1), A (2), B (3).

3. Eliminiere Regeln wie folgt:

(a) A — B wird entfernt und dafiir A — 1 hinzugefiigt;
(b) S — A wird entfernt und dafiir S — 11 und S — 1 hinzugefiigt:

P = { S—1|11|0B]00]|0000,
A— 1|11,
B—1 .

Die so erhaltene Grammatik G = (3, N', S, P') erfiillt L(G') = L(G).

Definition 3.8 (Chomsky-Normalform) Eine kfG G = (X, N, S, P) mit A\ ¢ L(G) ist
in Chomsky-Normalform (kurz CNF), falls alle Regeln in P eine der folgenden Formen
haben:

e A BCmitA,B,CcN;
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e A—amitAe Nunda € X.
Satz 3.9 Zu jeder kfG G mit A ¢ L(G) gibt es eine kfG G' in CNE, so dass L(G) = L(G').
Beweis. Der Beweis beruht auf folgender Konstruktion:
Gegeben: \-freie kfG G = (X, N, S, P) ohne einfache Regeln; A ¢ L(G).
Gesucht: kfG G’ in CNF mit L(G) = L(G").
Konstruktion:

1. Regeln A - amit A € N und a € ¥ sind in CNF und werden {ibernom-
men. Betrachte im Folgenden nur noch die restlichen Regeln; diese sind von
der Form: A — z mitz € (N UX)* und |z| > 2.

2. Fiige fiir jedes @ € X ein neues Nichtterminal B, zu N hinzu, ersetze jedes
Vorkommen von a € Y durch B, und fiige zu P die Regel B, — a hinzu.

3. Nicht in CNF sind nun nur noch Regeln der Form
A — ByBy--- By, wobeik > 3und jedes B; ein Nichtterminal ist.
Jede solche Regel wird ersetzt durch die Regeln:

A — Bng,
Cy — DByCs,

Cia — Bp_2Ci_1,
Cr-1 — DBy_1DBy,

wobei Cy, Cs, . .., C_1 neue Nichtterminale sind.

Dies liefert die gesuchte Grammatik G’ in CNF mit L(G) = L(G"). |

Beispiel 3.10 (Grammatik in Chomsky-Normalform) Wir betrachten die transformier-
te Grammatik aus Beispiel 3.7. O.B.d.A. entfernen wir die Regeln A — 1 | 11 und das
Nichtterminal A und erhalten die Grammatik G = (3, N, S, P) mit

o dem terminalen Alphabet ¥ = {0, 1},

e dem nichtterminalen Alphabet N = {S, B} und
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o der Regelmenge

P = { S—1|11]0B]00 0000,
B—1 }.

1. Regeln A — amit A € N und a € ¥ sind in CNF und werden iibernommen.

Das heifit, S — 1 und B — 1 werden iibernommen.

2. Wir fiihren zwei neue Nichtterminalsymbole ein, X, und X, und erhalten die folgen-

de Regelmenge:
P = { S—1 | XXy | XoB | XoXo | X()X()X()Xo,
B —1,
Xl — 1,
XO — 0 }

3. Noch nicht in Chomsky-Normalform ist die Regel
S — XX X0Xp.
Diese Regel ersetzen wir durch die drei Regeln
S = XoCsy, Cy = XoCs, C5 = XX,
wobei Cy und C3 neue Nichtterminalsymbole sind.
Wir erhalten die Grammatik G' = (3, N', S, P') mit
e X =1{0,1},
o N'={S, B, Xy, X;1,Cs,Cs5} und
e Regelmenge

P = { S—>1|X1X1|XQB|X0X0|X002,
Cy = XoCs,
Cg —)XOXO,
B —1,
X —1,
Xo—0 }

in CNF mit L(G) = L(G").
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Bemerkung 3.11 Es sei G eine Grammatik in Chomsky-Normalform, w € L(G) und w #
A
e Jede Ableitung von w in G besteht aus genau 2|w| — 1 Schritten.
(Es wird (|w| — 1)-mal eine Regel der Form A — BC' und |w|-mal eine Regel der
Form A — a angewandt.)

o Jeder Syntaxbaum fiir w in G ist ein Bindrbaum.

Definition 3.12 (Greibach-Normalform) Eine kontextfreie Grammatik G = (X, N, S, P)
mit A ¢ L(Q) ist in Greibach-Normalform (kurz GNF), falls jede Regel in P die folgende

Form hat:
A—aB1By---B, mitk>0und A, B; € N und a € %.

Satz 3.13 Zu jeder kfG G mit X ¢ L(G) gibt es eine kfG G' in GNF; so dass L(G) = L(G").

ohne Beweis
Beispiel 3.14 (Grammatik in Greibach-Normalform)
1. Die Grammatik G = (X, N, S, P) mit
e ¥ =1{0,1},
o N={S A} und

e Regelmenge
P = { S—0A]0SA,
A—1 }

ist offensichtlich in Greibach-Normalform, und es gilt L(G) = {0"1" | n > 1}.
2. Die Grammatik G = (3, N, S, P) mit
o ¥ ={0,1},
e N={S, A B} und

e Regelmenge
P ={ S—0A|1B|0SA|1SB,
A—0,
B—1 }

ist offensichtlich in Greibach-Normalform, und es gilt L(G) = {zsp(z) | x €

{0,137}

Bemerkung 3.15 Grammatiken in GNF unterscheidet man beziiglich der Lingen der rech-
ten Seiten der Produktionen.
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e Man kann zeigen, dass sich jede kontextfreie Grammatik in eine dquivalente kon-
textfreie Grammatik in Greibach-Normalform transformieren ldsst, so dass fiir alle
Regeln A — aB1Bs - - - By, stets k < 2 gilt.

e Fiir den Spezialfall k € {0,1} erhalten wir gerade die Definition rechtslinearer
Grammatiken.

Bemerkung 3.16 Es sei G eine Grammatik in Greibach-Normalform, w € L(G) und w #
A. Dann besteht jede Ableitung von w in G aus genau |w| Schritten. (Es wird in jedem
Ableitungsschritt genau ein Terminalsymbol von w abgeleitet.)

3.2 Das Pumping-Lemma
Ziel: Nachweis, dass bestimmte Sprachen nicht kontextfrei sind.

Satz 3.17 (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen) Sei L eine kontextfreie Spra-
che. Dann existiert eine (von L abhdngige) Zahl n > 1, so dass sich alle Worter z € L mit
|z| > n zerlegen lassen in z = uwvwzxy, wobei gilt:

1. |Jvz| > 1,
2. Jvwzx| < n,
3. (Vi > 0) [w'wz'y € L.

Beweis. Es sei L eine kontextfreie Sprache. Wir setzen voraus, dass A ¢ L. Es sei G =
(3, N, S, P) eine kontextfreien Grammtik fiir L in Chomsky-Normalform mit & Nichtter-
minalen. Wir wihlen n = 2++1,

Sei z € L ein beliebiges Wort mit |z| > n. Der Syntaxbaum B der Ableitung S F7, z ist
(bis auf den letzten Ableitungsschritt) ein Bindrbaum mit |z| > n = 2k+1 Blittern. Benutzt
wird dann das folgende Lemma.

Lemma 3.18 Jeder Bindrbaum Bj, mit mindestens 2* Blittern besitzt mindestens einen
Pfad der Liinge' mindestens k.

Beweis von Lemma 3.18. Der Beweis wird durch Induktion iiber & gefiihrt.

Induktionsanfang: £k = 0. Jeder Binirbaum B, mit mindestens 2° = 1 Blatt besitzt
mindestens einen Pfad der Linge mindestens 0.

'Die Linge eines Pfades ist die Anzahl seiner Kanten.
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Induktionsschritt: £ — k + 1. Die Behauptung gelte fiir k. Betrachte einen beliebigen
Bindrbaum By ; mit mindestens 2*! Blittern. Mindestens einer seiner Teilbiume hat min-
destens 25*1 /2 Blitter (sonst hiitte By, ; weniger als 25%1 /2 + 2k+1 /9 — 2k+1 Blitter); sei
By, dieser Teilbaum. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es in Bj einen Pfad « der Linge
mindestens k. Verldngert man « zur Wurzel von By, 1, so ergibt sich ein Pfad der Linge
mindestens k + 1 in By 1.

By B
° Pfad o % .
Induktionsanfang Induktionsschritt

Abbildung 3.1: Beweis von Lemma 3.18

| Lemma 3.18

Weiter im Beweis von Satz 3.17. Im Syntaxbaum B der Ableitung S ¢, z gibt es nach
Lemma 3.18 einen Pfad der Linge mindestens k + 1. Fixiere einen solchen Pfad o maxi-
maler Linge.

Nach Wahl von n = 2**! muss es wegen || N|| = k auf einem solchen Pfad o maximaler
Lénge ein Nichtterminal A geben, das doppelt vorkommt. (Ein Pfad mit Linge k& + 1 hat
k + 2 Knoten, davon darf der letzte ein Blatt sein. Die restlichen k£ + 1 Knoten sind mit
Nichtterminalen beschriftet.) Diese beiden Vorkommen von A kénnen so gewéhlt werden,
dass die ersten beiden Eigenschaften von Satz 3.17 erfiillt sind. Dazu bestimmen wir dieses
doppelte Vorkommen von A auf « von unten nach oben so, dass das obere A hochstens
k + 1 Schritte von der Blattebene entfernt ist. Die Teilbdume unter diesen A induzieren
eine Zerlegung von z = uvwzy.

Nun verifizieren wir die Aussagen (1), (2) und (3) des Satzes.

(1) Da G in CNF ist, muss das obere A mittels einer Regel A — BC' weiter abgeleitet
werden. Also ist |vx| > 1.

(2) Dadas obere A hochstens k + 1 Schritte von der Blattebene entfernt ist, gilt |vwz| <
21 = p. Dies folgt wieder aus Lemma 3.18: Hiitte der Teilbaum unter dem obe-
ren A mehr als 28! Blitter, so gibe es unter ihm einen Pfad der Linge > k£ + 1,
Widerspruch.
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S S F* uAy
Pfad o /\
(\———:\") A vAx
} A w
c=fafo ey

Abbildung 3.2: Auf einem Pfad « einer Lidnge mindestens £ + 1 muss es ein Nichtterminal
A geben, das doppelt vorkommt.

(3) Die dritte Eigenschaft folgt daraus, dass stets ein Wort in L abgeleitet wird, wenn bei
der Ableitung von z die Schritte zwischen den beiden Vorkommen von A entweder
weggelassen (2 = 0) oder beliebig oft wiederholt (z > 1) werden. Also gilt:

(Vi > 0) [uv'wa'y € L).

Satz 3.17 ist bewiesen. |

Bemerkung 3.19 Man beachte, dass Satz 3.17 keine Charakterisierung von CF liefert,
sondern lediglich eine Implikation:

LeCF= (In>1)(Vze L, |z| >n)(Fu,v,w,x,y € %) [z = uwvwzy A (1) A(2) A (3)].

Alle Sprachen

Kontextfreie
Sprachen

Sprachen nach PL
nicht kontextfrei

Abbildung 3.3: Anwendbarkeit des Pumping-Lemmas (PL) fiir kontextfreie Sprachen
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Anwendungsbeispiele
Behauptung 3.20 L = {a™0™c™ | m > 1} ist nicht kontextfrei.

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Angenommen, L. € CF. Sei n die Zahl, die
nach dem Pumping-Lemma (Satz 3.17) fiir L existiert. Betrachte das Wort z = a"0"c" mit
|z| =3n > n.Daz € L, ldsst sich z so in z = wvwzy = a"b"c" zerlegen, dass gilt:

. Jowz| < n, d.h., ve kann nicht aus a-, b- und c-Symbolen bestehen (va kann also
hochstens zwei der drei Symbole a, b, ¢ enthalten);

2. |vx| > 1,dh, ve # X\
3. (Vi > 0) [w'wz'y € L.

Insbesondere gilt fiir : = 0:

uwa’y = uwy € L,

was ein Widerspruch zur Definition von L ist, denn wegen der oben gezeigten Eigenschaf-
ten kann vwy nicht die Form a™b™c¢™ haben. Also ist die Annahme falsch und L nicht
kontextfrei. i

Behauptung 3.21 L = {07 | p ist Primzahl} ist nicht kontextfrei.

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Angenommen, L. € CF. Sei n die Zahl, die nach
dem Pumping-Lemma (Satz 3.17) fiir L existiert und p > n eine Primzahl. Betrachte das
Wort z = 0P mit |z| = p > n. Da z € L, lidsst sich z so in z = uvwzy = 0P zerlegen, dass
gilt:

. Jowz| <mn,

2. |vz| > 1und

3. (Vi > 0) [w'wz'y € L.
Insbesondere gilt fiir i = p + 1:
uv™ way| = Juvway| + [07] + 27| = p + p(|v] + |2]) = p+ p(joz]) = p(1 + Joz]).
Da |vz| > 1, ist |uvPT waPy| keine Primzahl, was ein Widerspruch zur Definition von L
ist. Also ist die Annahme falsch und L nicht kontextfrei. |
Behauptung 3.22 L = {0™ | m ist Quadratzahl} ist nicht kontextfrei.

Beweis. Siehe Ubungen. |
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3.3 Der Satz von Parikh

Bisher haben wir uns mit Eigenschaften kontextfreier Grammatiken beschiftigt. Nun be-
trachten wir kontextfreie Sprachen als Mengen und charakterisieren deren Struktur.

Definition 3.23 (Parikh-Abbildung fiir Worter) Es sei > = {ay,...,a,} ein Alphabet
und L C X* eine Sprache. Die Parikh-Abbildung

v: L - N

fiir w € L ist definiert durch

V(w) = ([wlay, [wlay, - - [wlay ),

wobei fiir w € L und a € 3 der Wert |w|, die Anzahl der Vorkommen des Zeichens a in w
angibt.

Bemerkung 3.24 Offensichtlich gilt:
e Fiir ¥ = {a,b,c,d} ist V(abbac) = (2,2, 1,0) und ¥(bbab) = (1, 3,0,0).
U(A) =(0,0,...,0).
. U\ = ( )

1%l

o U(wjwy) = Y(wy) + V(wsy), unter Verwendung der iiblichen Vektoraddition, da
das Ergebnis der Parikh-Abbildung unabhdngig von der Reihenfolge der Zeichen in
Wortern ist. (Allerdings hdngt es von der Reihenfolge der Nummerierung der Zeichen
in Y ab.)

Definition 3.25 (Parikh-Abbildung fiir Sprachen) Fiir eine Sprache L. C X* mit ¥ =
{ai,...,a,} ist die Parikh-Abbildung

PR = PN

definiert durch
V(L) ={¥(w) | w e L}.

Beispiel 3.26 1. Wir betrachten die folgenden beiden Sprachen iiber 3> = {0, 1}:

Ly = {0"1"|n>0} und
Ly = {(01)"|n>0}.

Esgilt V(Ly) = V(Ly) = {(i,4) | ¢ > 0}. Da Ly kontextfrei und Lo reguliir ist, unter-
scheidet die Parikh-Abbildung nicht zwischen kontextfreien und reguliren Sprachen.
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2. Wir betrachten die beiden Sprachen iiber > = {0, 1,2}
Ly ={0"1"2" | n,m >0} U {0"1™2™ | n,m > 0}

und
Ly = {(01)"2™ | n,m > 0} U{0™(12)™ | n,m > 0}.

Es gilt V(Ly) = V(Ly) = {(i,7,k) | i = joderj = k}. Ly ist kontextfrei und Ly
reguldir.

Definition 3.27 (lineare und semilineare Mengen) Eine Menge M von Vektoren heifst li-

near, falls es eine natiirliche Zahl k und Vektoren by, by, . . ., b, gibt, so dass alle Vektoren
b € M die Form

k
b:bo—FZ)\lb“ )\Z'EN,
i=1
haben (und umgekehrt).

Eine Menge M von Vektoren heifit semilinear, falls M eine endliche Vereinigung linea-
rer Mengen ist.

Beispiel 3.28 (lineare und semilineare Mengen)

e Die Menge My = {(r,s) | r = s} ist linear.
Mit by = (0,0) und by = (1, 1) lassen sich alle Vektoren aus M, darstellen.

e Die Menge My = {(r,s,t) | r = s oder s = t} ist die Vereinigung der zwei Mengen

Myy = {(r,;s,t)|r=s}
Mys = {(r,s,t)|s=t}.

Beide Mengen sind linear, da sie sich mittels der Vektoren

1,0), by =(0,0,1) bzw.
1,1), ¥, = (1,0,0)

darstellen lassen. Aus der Darstellung My = My, U My 5 folgt, dass My semilinear
ist.

Nun geben wir den Satz von Parikh an, dessen relativ umfangreichen Beweis wir hier
nicht durchfiihren wollen.

Satz 3.29 (Parikh) Fiir jede kontextfreie Sprache L ist V(L) semilinear. ~ ohne Beweis

Der Satz von Parikh liefert somit (wie das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)
fiir bestimmte Sprachen einen Nachweis, dass diese nicht kontextfrei sind.
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Behauptung 3.30 Wir betrachten die Sprache
L={zec{0,1}|z=1"mitk > 0oder z = /1" mit j > 1 und k > 1}.

iiber > = {0, 1} aus Beispiel 2.31.
Die Menge

U(L)={(i,5)| (i=0undj >0)oder (i >1und j = k* und k > 1)}
ist nicht semilinear und L somit nicht kontextfrei.
Bemerkung 3.31 Die Umkehrung von Satz 3.29 gilt nicht. Dies zeigt z.B. die Sprache
L={a™b"c™|m > 1},
die nach Behauptung 3.20 nicht kontextfrei ist. Das Parikh-Bild
W(L) = {(ii,i) i > 1}
ist jedoch offensichtlich linear und somit auch semilinear.

In Beispiel 3.26 haben wir gesehen, dass es kontextfreie Sprachen gibt, die das gleiche
Parikh-Bild haben wie eine regulidre Sprache. Diese Beobachtung gilt sogar immer.

Satz 3.32 Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine regulire Sprache L' mit V(L) =
w(L).

Beweis. Es sei L eine kontextfreie Sprache iiber ¥ = {ay, ..., a,}. Da nach dem Satz von
Parikh W (L) semilinear ist, gibt es eine endliche Zerlegung von W(L) in lineare Mengen
My, M, ..., M,.Jede dieser Mengen M;, 1 < j < ¢, ist von der Form

k
Mj = {bjp + Z Aj,ibjﬂ' ‘ )\jvi € N}

i=1

Die Vektoren seien von der folgenden Form:
bj7i = (51317]'71‘, S 7$n7j7i)7 0 S 1 S k.

Definiere fiir 1 < j < ¢ die reguldren Ausdriicke

S T150 T, j,0 (5 T1h001 Ty j1)* T1 4,k T gk \k
aj=a; 7" ap0(a] a0 anT)

Dann erhalten wir mit L' = Uf.:l L(cv;) eine regulire Sprache mit W(L) = W(L'). i
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Beispiel 3.33 Wir betrachten die kontextfreie Sprache

L={a"t"c" | n,m >0} U{a"b"c™ | n,m >0}
iiber > = {a,b,c}. V(L) ist die Vereinigung zweier linearer Mengen M, und M, die sich
durch die Vektoren

big= ((), 0, ()),
bz.o - <()~, 0, U),-

darstellen lassen. Die reguldren Ausdriicke oy und oo aus dem Beweis von Satz 3.32 sind

dann: 7 - 7
a; = a’®c(arbrc?)*(aOct)* ~ (ab)*c*  wund
ay = a’B'c’(ablet)*(arbc?)* ~  (be)*a*

Somit ist L' = L(((ab)*c* + (bc)*a*)) eine reguldre Sprache mit V(L) = W(L’).

Eine sehr interessante Folgerung aus dem Satz von Parikh ist der folgende Satz.

Satz 3.34 Eine Sprache iiber > mit ||X|| = 1 ist genau dann kontextfrei, wenn sie reguliir
ist.
Beweis. Offensichtlich sind zwei Sprachen L;, L, iiber ¥ mit ||| = 1 genau dann &dqui-
valent, wenn V(L) = W(Ly).

Es sei L C >* mit ||X|| = 1 eine kontextfreie Sprache. Nach Satz 3.32 existiert eine
regulédre Sprache L' mit W(L) = W(L'). Nach der Vorbemerkung gilt L = L’ und L ist
regulir. |

3.4 Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Satz 3.35 CF ist abgeschlossen unter Vereinigung, Konkatenation, Iteration und Spiege-
lung ist jedoch nicht abgeschlossen unter Schnitt, Komplement und Differenz.

Beweis. Seien L; und L, kontextfreie Sprachen und G; = (X, N;, S;, P;), wobeii € {1,2},
zwei kontextfreie Grammatiken mit N; N Ny = () und L(G;) = L;. Im Folgenden sei
S & N1 U Ns ein neues Nichtterminal.

o Vereinigung: Die Grammatik G = (X, Ny U No U {S}, S, PLU P, U{S — 51| S2})
leistet L(G) = Ly U Ls.

e Konkatenation: Die Grammatik G = (X, NyU Ny U{S}, S, PLUP,U{S — 5155})
leistet L(G) = L L.
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e [teration: Die Grammatik G = (X, Ny U {S},S,PLU{S — A | 51,51 — 5151} —
{S1 — A}) leistet L(G) = (L1)*.

e Spiegelung: Es sei G = (X, N, S, P) eine kontextfreie Grammatik in CNF, d.h., alle
Regeln in G sind von der Form A — BC oder A — a, wobei A, B,C € N und
a € Y. Um die gespiegelten Worter zu erzeugen, drehen wir die rechten Seiten in
Regeln der Form A — BC' um.

Wir erhalten durch G’ = (3, N, S, P') mit
PP={A—-CB|A—-BCeP}U{A—=a|A—acP}
eine kontextfreie Grammatik in CNF mit L(G") = sp(L(G)).
e Schnitt: Die Sprachen
A={d"v'd|i,j >1} und B={a'Vd|i,j>1}
sind beide kontextfrei, jedoch (nach Behauptung 3.20) nicht ihr Durchschnitt
ANB={abc|i>1}.
e Komplement: folgt nach de Morgan (AN B = ZU—F) aus dem Abschluss unter
Vereinigung und dem Nicht-Abschluss unter Schnitt.

e Differenz: folgt nach A = ¥* — A aus dem Nicht-Abschluss unter Komplement.

In Satz 3.35 wurde bewiesen, dass kontextfreie Sprachen nicht abgeschlossen beziiglich
Schnittbildung sind. Der folgende Satz besagt, dass kontextfreie Sprachen abgeschlossen
beziiglich Schnittbildung mit reguldren Sprachen sind.

Satz 3.36 Es seien L, eine kontextfreie Sprache und Lo eine reguliire Sprache. Dann ist
Ly N Ly eine kontextfreie Sprache.

Beweis. Es sei G = (X, N, S, P) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform
mit Ly = L(G). M = (3, 7,0, 29, F') sei ein DFA mit Ly = L(M).Essei Z = {20, ..., 2}
Wir definieren die Grammatik G = (3, N, S, P) mit

o N ={A,;|firalle Ae N,0<4i,j<n}U{S}und
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e der Regelmenge
P = { Ay — ByCy, firalle A— BC e P, 0<1i,j,k<n

Aij —a firalle A >a€ P, 0<i,57<n
und 6(z;,a) = z;

S — SOj fiir alle zj € F }

N

Es gilt: L(G) = L1 N Ls.

N

Es sei z € L(G), d.h., S ¢ Sp; 2 .

Durch Ignorieren der Indizierung der Nichtterminale in der Ableitung Sy, |_*G T,
erhalten wir eine Ableitung fiir x in der Grammatik G, also x € L;.

~

Die Indizierung impliziert, dass 0(zg, x) € F, also xz € Ls.

D Nach Konstruktion von P.

3.5 Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Ziel: Ein effizienter Algorithmus fiir das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken.

Definition 3.37 (Wortproblem)  Fiiri € {0, 1,2, 3} definieren wir das Wortproblem fiir
Typ-i-Grammatiken wie folgt:

Wort; = {(G, z) | G ist Typ-i-Grammatik und x € L(G)}.

Wir werden spiter sehen, dass das Wortproblem fiir Typ-1-Grammatiken algorithmisch
losbar ist, allerdings nur mit einem exponentiellen Aufwand. Fiir Typ-2-Grammatiken ist
das Wortproblem sogar effizient 16sbar, sofern die entsprechende kfG in Chomsky-Normal-
form gegeben ist. Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami beruht auf der Idee
des dynamischen Programmierens.

Zur Erinnerung: Dynamische Programmierung ist eine algorithmische Umsetzung des
Bellmanschen Optimalitditsprinzips. Dieses sagt, dass sich die optimale Losung eines Pro-
blems der Grofle n zusammensetzt aus den optimalen Teillosungen der kleineren Teilpro-
bleme. Auch wenn das Wortproblem eigentlich nicht ein Optimierungsproblem ist, ldsst
sich dieses Prinzip hier anwenden.

Algorithmenentwurf mit dynamischer Programmierung:




68

1.

2.

3.

Idee:

Vorlesungsskript von J. Rothe - Stand: 10. Juli 2019

Charakterisiere den Losungsraum und die Struktur einer erwiinschten optimalen Lo-
sung.

Definiere rekursiv, wie sich eine optimale Losung (und der ihr zugeordnete Wert) aus
kleineren optimalen Losungen (und deren Werten) zusammensetzt. Dabei wird das
Bellmansche Optimalitéitsprinzip angewandt.

Konzipiere den Algorithmus bottom-up so, dass fiir n = 1, 2, 3, . . . tabellarisch opti-
male Teillosungen (und deren Werte) gefunden werden. Beim Finden einer optimalen
Teillosung £ > 1 hilft dabei, dass bereits alle optimalen Teillosungen der Grofle < &
bereitstehen.

Gegeben seien eine kfG G = (X, N, S, P) in CNF und ein Wort x € X*.

Hat x = a € X die Linge 1, so kann es aus einem Nichtterminal A nur abgeleitet
werden, indem eine Regel der Form A — a angewandt wird.

Ist dagegen x = aqas - - - a,, ein Wort der Lange n > 2, wobei a; € >, soist z aus A
nur ableitbar, weil zunéchst eine Regel der Form A — BC' angewandt wurde, aus B
dann das Anfangsstiick von = und aus C' das Endstiick von = abgeleitet wurde.

Es gibt also ein £ mit 1 < k < n, so dass gilt: die Regel A — BC ist in P und
BFg ajag---apund C Ff agi1prg - - ay.

Folglich kann das Wortproblem fiir ein Wort x der Lange n zuriickgefiihrt werden auf
die Losungen des Wortproblems fiir zwei kleinere Worter der Liange k und n— k. Der
Wert von £ steht dabei nicht fest, sondern es ist jeder Wert mit 1 < k < n moglich.

Mit dynamischer Programmierung beginnen wir also bei der Linge 1 und untersu-
chen systematisch alle Teilworter von x auf ihre mogliche Ableitbarkeit aus einem
Nichtterminal von G. All diese Information werden in einer Tabelle gespeichert.
Wird nun ein Teilwort der Linge m < n von x untersucht, so stehen die Teilin-
formationen iiber alle kiirzeren Teilworter bereits zur Verfiigung.

Ansatz mit dynamischer Programmierung:

Schritt 1: Losungsraum und Struktur der Losung.

Sei G = (X, N, S, P) eine gegebene kfG in CNF, und sei x = ajas - - - a,, ein gegebenes
Wort. Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami baut eine zweidimensionale Ta-
belle T" der GroBe n x n auf, so dass 7'(4, j) genau die Nichtterminale A von G enthilt, so

dass

*
A 6 @it - Qg
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gilt. Dabei werden nicht alle Matrixelemente von 7" benétigt; es geniigt eine untere Drei-
ecksmatrix.

Schritt 2: Herleitung der Rekursion.
e T(1,0) ={A € N| A— qa;istRegelin P}, fir 1 <i <n.

e Die weiteren Eintrdge in die Tabelle werden Zeile fiir Zeile, von unten nach oben,
bestimmt. Fiir j = 1,2,...,n — 1 enthélt 7'(i, j) genau die Nichtterminale A € N,
fiir die es eine Regel A — BC' in P und ein k£ € {0,1,...,5 — 1} (also in den
darunterliegenden Zeilen von T') gibt mit B € T'(i, k) und C € T'(i+k+1,j—k—1).

Inhaltlich hei3t das, dass es eine Ableitung A o BC' gibt sowie darauf folgende
Ableitungen B ¢, a;a;q1 - - - @iy und C' =5 Qg1 Qigig2 - - - Qigj, iNsgesamt also

* *
Alg BC "G ai@ip1 -+ Qi C "G Qi1 Qi kA 1A k42 7 Qg

e In der obersten Tabellenposition 7'(1, n — 1) steht nach Definition das Startsymbol S
genau dann, wenn gilt

Skgaiay - aipmo1) = @102+ ap = T.
Also kann man die Entscheidung, ob x € L((G), daran ablesen, ob S in der Position

T(1,n — 1) der Tabelle enthalten ist.

Schritt 3: Algorithmus in Pseudocode (Abbildung 3.4).
Die Komplexitit des Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami in Abbildung 3.4 ist
wegen der drei ineinander verschachtelten for-Schleifen O(n?).

Beispiel 3.38 (Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami)  Gegeben sei die Gram-
matik G' mit den folgenden drei Regeln:

S — ab| aSb | aSbb.
Umformen in CNF ergibt zundichst die Grammatik G" mit den folgenden Regeln:
S — AB|ASB|ASBB, A—a, B—b
und schlieflich die Grammatik G in CNF mit den folgenden Regeln:
S— AB|AC|DE, C—SB, D—AS, E— BB, A—a, B-—b

Offenbar ist L(G) = {a™b"|1 < m < n < 2m}. Betrachte das Wort x = aaabbbb
in ¥*, wobei ¥ = {a, b}. Dieses Wort x gehort zu L(G), und eine Ableitung (nimlich die
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CYK(G, 7) {

for (i=1,2,...,n){

T(i, )f{A€N|A—>aiistRegelinP};
}
for(j=1,2,....,n—1){

for (i=1,2,...,n—7j){

(m 0

or (k=0,1,....5 —1){
= (z j)U{A € N|es gibt eine Regel A — BC'in P

und B eT(i,k)undC eT(i+k+1,j—k—1)}

)=
k=
T(i, j

f(SeT(l,n—1)) return “z € L(G)";
else return “z ¢ L(G)”;

/] G =(%,N,S,P)istkfG in CNF und x = ajas - - - a,, ein Wort in 3*

Abbildung 3.4: Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

genannte Linksableitung, da stets das am weitesten links stehende Nichtterminal ersetzt

wird) ist:

Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami in Abbildung 3.4 erzeugt dann Zeile fiir

S Ftg DEFqgASE Vg aSE g aACE g aaCE bFg aaSBE Vg aaABBE
Fo aaaBBE bFg aaabBE Fg aaabbE g aaabbBB Fq aaabbbB g aaabbbb.

Zeile, von unten nach oben, die folgende Tabelle:

il]1 2 3 4 5 6 7]
6 [|S.C

59,0 C

4 D1S,C

3 S

2 D|C

1 S|E[E|E

0|A[AJA[B[B|B|B
Jjlla a a b b b b
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Der Eintrag S an der Position T'(1,n — 1) signalisiert, dass x = aaabbbb in L(G) ist.

Indem man riickverfolgt, weshalb das Startsymbol S schlieBlich in die Tabellenposition
T(1,n — 1) kommt, erhélt man den Syntaxbaum der entsprechenden Ableitung.

3.6 Kellerautomaten

Ziel: Automatenmodell zur Charakterisierung von CF. Dazu erweitern wir das NFA-
Modell um einen Speicher (Keller bzw. Stack), der nach dem Lifo-Prinzip (,,Last in — first
out) arbeitet.

Definition 3.39 (Kellerautomat (PDA)) Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (kurz
PDA fiir push-down automaton) ist ein 6-Tupel M = (X, 1", Z, 0, z, #), wobei

e Y das Eingabe-Alphabet ist,
e ['das Kelleralphabet,
e / eine endliche Menge von Zustdinden,

o §: 7 x (XU{A}) xT' = PB(Z x I'*) die Uberfiihrungsfunktion
(hier: P.(Z x I'*) ist die Menge aller endlichen Teilmengen von Z x I'*),

e 2y € Z der Startzustand,
e # € I' das Bottom-Symbol im Keller.
§-Ubergiinge (2', B1Bsy - - - By) € 0(z,a, A) schreiben wir kurz auch so:
2aA — 2'BBsy - - By,.

Arbeitsweise eines PDA

e 2aA — Z'B1By--- By heiit: Wird im Zustand z € Z das Eingabesymbol a € X
gelesen und ist A € I' das Top-Symbol im Keller, so geht M iiber in den Zustand 2/,
der Lesekopf riickt ein Feld nach rechts auf dem Eingabeband und das Top-Symbol
A im Keller wird ersetzt durch die Kellersymbole B B - - - By, wobei By das neue
Top-Symbol ist.

e POP-Operation: Ist £ = 0, so wird A aus dem Keller ,,gePOPt"*.
e PUSH-Operation: Ist k = 2 und BB, = BA, so wird B in den Keller ,,gePUSHt".

e 2)\A — 2/B1B;--- By heifit dasselbe wie oben, nur dass hier kein Eingabesymbol
gelesen wird und der Lesekopf stehen bleibt.
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Schreib-/Lesekopf

Eingabewort top

Lesekopf

Keller

Programm:
Zustand

Uberfiihrungsfunktion
)

<

HI0 | |

Abbildung 3.5: Arbeitsweise eines Kellerautomaten

Unterschiede zwischen PDA und NFA

o Akzeptierung erfolgt durch leeren Keller statt durch Endzustand (obwohl dies dqui-
valent auch moglich wiére).

e Takte (d.h. Rechenschritte) ohne Lesen eines Eingabesymbols sind beim PDA mit
Regeln der Form zAA — 2/ B Bs - - - B, moglich. (Fiir NFAs gibt es auch ein dqui-
valentes Modell mit A-Ubergingen, so genannte A\-NFAs.)

e Daher ist auch nur ein Startzustand notig (man kann, wenn gewiinscht, von diesem
in jeden anderen Zustand gelangen, ohne ein Symbol der Eingabe zu verarbeiten).

Definition 3.40 (Sprache eines Kellerautomaten) Sei M = (X, [, Z, 9, 2o, #) ein PDA.
o Ry = Z x X" x I'" ist die Menge aller Konfigurationen von M.

o Ist k = (z,a,7) eine Konfiguration aus Ky, so ist im aktuellen Takt der Rechnung
von M:

— 2 € Z der aktuelle Zustand von M ;
— « € X* der noch zu lesende Teil des Eingabeworts;

— v € I'* der aktuelle Kellerinhalt.

Fiir jedes Eingabewort w € ¥* ist (zy, w, #) die entsprechende Startkonfiguration
von M.

o Auf R, definieren wir eine bindire Relation =), C Ky X Ry wie folgt.
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o Intuitiv: Fiir k, k' € Ry gilt k by k' genau dann, wenn k' aus k durch eine Anwen-
dung von  hervorgeht.

e Formal: Fiir Zustinde z,z' € Z, Symbole ay,as,...,a, € X und Kellersymbole

Ay, Ag, ... AL, B1,Bs, ..., B, €1 ist

(Zv a1ay - - Gy, Ay Ag - - Am) Fu
(2/,ay- - an, ByBy -+ ByAy--- Ay) falls (2/,B1By--- By) € §(z,a1, A1)
(2/,a1--an, ByBy -+ ByAy -+ Ay) falls (2/,B1By -+ By) € §(z, A, Ay).

o Sei 4, die reflexive und transitive Hiille von \-yy, d.h., fiir k, k' € Ry gilt k 5, K
genau dann, wenn k' aus k durch endlich-fache Anwendung von § hervorgeht.

e Die vom PDA M akzeptierte Sprache ist definiert durch

L(M) ={w e X*| (20, w,#) b3y (2, A\, ) fiir ein z € Z}.

Wir bezeichnen fiir jedes = € Z die Konfiguration (z, A\, \) als Endkonfiguration fiir
den PDA M.

Beispiel 3.41 (Kellerautomat)

1. Die Sprache L = {a™b™ | m > 1} ist kontextfrei. Ein Kellerautomat, der L erkennt,
ist definiert durch

M = ({a,b},{A, #}, {20, 21}, 6, 20, #),

wobei die Uberfiihrungsfunktion § durch die folgenden Regeln gegeben ist:

200H# — 20AH | AHE — 2\
200A — 20AA | 1A — A
20 bA — 21\

Beispielsweise ist aabb € L(M) = L, denn:

(20, aabb, #) Fua (20, abb, A$)
Fao (20, b0, AAH#)
I_M (21, b, A#)
Fa (217 A, #)
l_M (2’1, )\, )\)
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Andererseits ist abb ¢ L(M) = L, denn:

<Z07 CLbb, #) }_M (207 bbu A#)
l_M (217 b7 #)
}_M (2’1, b, )\)

und keine weitere Regel ist anwendbar, da der Keller leer ist, also kein Top-Symbol
existiert. Da die Eingabe jedoch nicht vollstindig verarbeitet wurde, wird nicht ak-
zeptiert.

Die Uberfiihrungsfunktion von M ist sogar ,deterministisch* (die formale Definition
kommt spditer), denn jede Konfiguration hat nur eine mogliche Folgekonfiguration.

. Der folgende Kellerautomat ist jedoch ,,echt nichtdeterministisch*:

M' = ({a,b}, {A, B, #},{20, 21}, 6, 20, #),

wobei die Uberfiihrungsfunktion § durch die folgenden Regeln gegeben ist:

z0a# — 20A# | zoaA — A
200 A — 20AA | zpbB — z )\
zoaB — 2pAB | 20AH# — 1A
20b# — zgB# | z1aA — 2\
20bA — 2yBA | 1B — z A
20bB — BB | 21A# — 21\

Es gilt L(M') = {w sp(w) |w € {a,b}*}, wobei sp(w) die Spiegelung des Wortes w
ISt.

M’ hat nichtdeterministische Ubergiinge:

— zAA — 2 BB
Zoa A und z,bB
— Zl)\ — Zl)\

Drei mogliche Folgen von Konfigurationen bei Eingabe abba sind:

F (21, abba, \)

(20, abba, #) - (20, bba, A#) F (z0,ba, BA#) F (z20,a, BBA#) - (20, \, ABBA#)

+ (217 CL,A#) - (Zla )‘7 #) - (217 A7 >\)

e Der obere Pfad fiihrt zur Nicht-Akzeptierung, da das Eingabeband nicht leer,
aber ohne Top-Symbol im leeren Keller keine weitere Regel anwendbar ist.
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o Der mittlere Pfad fiihrt zur Nicht-Akzeptierung, da der Keller nicht leer, aber
keine weitere Regel anwendbar ist.

e Der untere Pfad fiihrt zur Akzeptierung. (M wechselt nach Abarbeitung der
Hiilfte des Wortes in den Zustand z, und vergleicht den Kellerinhalt zeichen-
weise mit der zweiten Hdlfte der Eingabe.)

Der Nichtdeterminismus wird hier benotigt, um die Wortmitte zu raten. Es gibt keinen
deterministischen PDA, der L(M'") erkennt.

Nun zeigen wir, dass PDA ein geeignetes Automatenmodell zur Charakterisierung der
Klasse der kontextfreien Sprachen ist.

Satz 3.42 L ist kontextfrei <= es gibt einen Kellerautomaten M mit L(M) = L.

Beweis.

(=) Sei L € CF,und sei G = (X, N, S, P) eine kfG mit L(G) = L.

Idee: Wir konstruieren einen Kellerautomaten M mit L(M) = L. Der Kellerautomat
M simuliert bei Eingabe x auf dem Keller eine Linksableitung (d.h., es wird stets das
am weitesten links stehende Nichtterminal ersetzt) von x in der Grammatik G.

M= (,NUX {z},6,2.09)
Die Uberfiihrungsfunktion ¢ ist wie folgt definiert:

e Ist A — ¢ eine Regel in P mit A € N und ¢ € (N U X)*, so sei (z,q9) €
iz, N\ A).
Das heiBt, ldsst sich eine Regel der Grammatik auf das Top-Symbol im Keller
anwenden, so tue dies, ohne ein Eingabesymbol zu lesen.

e Fiir jedes a € Y sei (2, ) € §(z,a,a).
Das heifit, ist das Top-Symbol im Keller ein Terminalzeichen a, das auch links
in der Eingabe steht, so wird a aus dem Keller ,,gePOPt*.

Es gilt fiir alle x € ¥*:

r € L(G) StLx

es gibt eine Folge von Konfigurationen von M mit
(z,2,8) Far - Far (2, A0

(z,2,9) Fy (2, A, )

x € L(M).

[ A

Somit ist L(M) = L(G) = L.
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(«<=) Im Beweis der Riickrichtung dieser Aquivalenz wird eine kfG G = (X, N, S, P) aus

einem gegebenen PDA
M = (27 F? Z7 57 20, #)

konstruiert. O.B.d.A. gelte £ < 2 fiir alle )-Regeln der Form
2aA — 2'B1By - - - By,.

Denn gilt etwa k£ > 2, dann wihle neue Zustdnde 21, 2o, . . ., 2o und ersetze diese
0-Regel durch die folgenden neuen )-Regeln:
zaA — 2z By_1Bj
2 ABr_1 — 2Bp_2Bj

Zk,QABQ — Z/Bl BQ.

Um die Arbeitsweise des PDA M auf einem Wort = mittels einer Grammatik G zu
simulieren, verwenden wir in G Variablen (Nichtterminale), die (bis auf das Start-
symbol S) Tripel aus Z x I' x Z sind, d.h.,

N={S}uZxTIxZ.
Ist etwa (24,7, 2,) € N mit 2, 2, € Zund v € T, so ist

e 2, € Z der Zustand vor einer Folge von Rechenschritten des PDA M,
e 7 € I' das dabei verarbeitete Kellersymbol,
e 2, € Z der Zustand, wenn v aus dem Keller ,,gePOPt* wird.

Aus der Variablen (z, 7, z.) sollen alle Zeichenreihen erzeugt werden konnen, die
bewirken, dass v vom Stack entfernt wird, wihrend der Automat vom Zustand 2, in
den Zustand z, iibergeht. Das heifit, wir simulieren Zustands- und Kelleranderung
von M in den Nichtterminalen von G.

P besteht aus genau den folgenden Regeln:

1. S — (20, #, 2) fir jedes z € Z.
Vom Startsymbol in G' wollen wir alle Nichtterminale erreichen, die bedeuten,
dass der PDA M seinen Keller leert, wenn er mit der Startkonfiguration beginnt.
(Der dabei erreichte Zustand z ist beliebig.)

2. (2,A,7) = a,falls (2/,\) € 0(2,a, A).
Falls der Kellerautomat die Moglichkeit hat, im Zustand z das Zeichen a aus

der Eingabe zu lesen, A aus dem Keller zu entfernen und in Zustand 2’ iiberzu-
gehen, so realisieren wir dies durch die Regel (z, A, z’) — a in der Grammatik.
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3. (2,A,2') = a(z, B, 2'), falls (21, B) € §(z,a, A).
Falls der Kellerautomat die Moglichkeit hat, im Zustand z das Zeichen a aus der
Eingabe zu lesen, A aus dem Keller zu entfernen, B auf den Keller zu schrei-
ben und in Zustand z; iiberzugehen, so realisieren wir dies durch die Regeln
(z,A,2") = a(z, B, 2’) in der Grammatik.

4. (z,A,2") = a(z1, B, 22) (29, C, '), falls (21, BC) € 6(z,a, A).
Falls der Kellerautomat die Moglichkeit hat, im Zustand z das Zeichen a aus
der Eingabe zu lesen, A aus dem Keller zu entfernen, BC' auf den Keller zu
schreiben und in Zustand z; {iberzugehen, so realisieren wir dies durch die Re-
gel (2, A,2") = a(z1, B, 22)(29, C, 2’) in der Grammatik.

Hierbei ist stets z, 2/, 21,20 € Z, A, B,C € 'und a € X U {A}.

Die Regeln von G sind so beschaffen, dass eine Rechnung von M bei Eingabe x
durch eine Linksableitung von x simuliert wird. Die Korrektheit der Regeln liefert
das folgende Lemma:

Lemma 3.43 Fiiralle (z,A,z') € N und alle x € ¥* gilt:

(2, A, 2V FL o <= (2,2, A) By (2,0 0).

Beweis von Lemma 3.43. (<=) Der Beweis wird durch Induktion iiber die An-
zahl n der Rechenschritte von M gefiihrt.

Induktionsanfang: n = 1. Es gilt

(2,A,2)Fga <= (2,A,7') — aistRegelin P
<~ (2,\) €0(z,a,A) wegen (2) in der Konstruktion von P
—  (z,a,A) Fp (20 N).

Induktionsschritt: (n — 1) +— m. Sei n > 1, und die Behauptung gelte fiir n — 1.
Folglich ist x = ay mit a € X U {\}, und es gilt:

(Za ay, A) |_M (Zh Y, Ck) l_r]tjl (Zla )‘7 )\)

fiir einen geeigneten Zustand z; € Z und Kellerinhalt o € {\, B, BC'}. Unterscheide
die folgenden drei Fille.

Fall 1: o = A. Dieser Fall kann nicht eintreten, da (2, y, A) keine Folgekonfigura-
tion hat.
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Fall 2: o = B. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:
(21,9, 0) Fir ' (2,40,
was (z1, B, 2') F§, y impliziert. AuBerdem muss es wegen
(z,ay, A) Far (21,9, @)

eine §-Regel der Form (21, B) € (z,a, A) geben. Nach (3) in der Konstruktion
von P gibt es in P also eine Regel der Form

(2,A,2") = a(z, B, 7).
Somit ergibt sich insgesamt:
(2,A,2") Fga(z, B, 2') Ff ay = z,

also (z, A, 2') F§ «.

Fall 3: a = BC. Die Konfigurationenfolge

(21,9, BC) 3y (21,0 0)

kann in zwei Teile zerlegt werden:
(21,9, BO) Fiy (22,92, C) Fiy (2, A 0),

wobei y = y,y» fiir ein geeignetes vy, . Fiir dieses y; gilt:

(21,91, B) Fis (22, A, Q).
AuBerdem muss es wegen des ersten Schritts

(z,ay, A) Fur (21,9, BO)

eine J-Regel der Form (z1, BC') € §(z,a, A) geben. Nach (4) in der Konstruk-
tion von P gibt es in P also eine Regel der Form

(2,A,2") = a(z1, B, 22)(22, C, 7).
Insgesamt ergibt sich:

(2, A, 2) Fag a(z, B, 2)(2,C, %)
Feo ayi(z2,CL 20

oo ayiye = ay =,

also (z, A, 2') F§ «.
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(=) Der Beweis wird durch Induktion iiber £ gefiihrt, die Lange der Linksablei-
tung von z.

Induktionsanfang: £ = 1. Siehe den Induktionsanfang (n = 1) im Beweis von
(<) von Lemma 3.43.

Induktionsschritt: (k — 1) — k. Sei £ > 1, und die Behauptung gelte fiir & — 1.
Wir unterscheiden wieder drei Fille.

Fall 1: (z, A, 2’) kg a F§ «. Dann gilt © = a, im Widerspruch zu & > 1.
Fall 2: (z,A,z2") g a(z1, B, z’) I—’é_l ay = x.
Dann ist (z1, B) € 6(z, a, A). Nach Induktionsvoraussetzung gilt:
(21,9, B) iy (2, A N).
Somit ergibt sich:

(2,7, A) = (z,ay, A) Far (21,9, B) Fiy (200 0).

Fall 3: (z, A, 2") kg a(z1, B, z2)(22,C, 2') I—’(“;_1 ay = x.
Dann ist (2, BC) € 6(z,a,A). Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir y =
Y1y2:

(z1,y1,B) Fir (22, A 0);
(20,42, C) Fi; (2, A N).

Somit ergibt sich:

(27$>A) = (Z,ay1y27z4) Far (Zlayly%BC)
l_ﬂj\/f (22>y27 C)
l—}“w (z', A, )\).

Das Lemma ist bewiesen. i Lemma 3.43
Aus Lemma 3.43 ergibt sich L(G) = L(M) so:

x € L(M) (z0,z,#) B3y (2, A, \) fiirein z € Z
(20,7, 2) F§ o firein z € Z, nach Lemma 3.43
S F5x  wegen (1) in der Konstruktion von P

xr € L(G).

111l
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Satz 3.42 ist bewiesen. |

Wir veranschaulichen die beiden Beweisrichtungen jeweils durch ein Beispiel.

Beispiel 3.44 (kontextfreie Grammatik = Kellerautomat) Wir betrachten die Gramma-
tik G = (3, N, S, R) aus Beispiel 1.5(3) mit

o X ={x+,(,),a},
o N ={S}und

e Regeln
R={S—S+S5|5«S5|(S)]a}.

G erzeugt die Sprache aller verschachtelten Klammerausdriicke mit den Operationen +
und * und einem Zeichen a.

Konstruiere einen PDA M mit L(M) = L(G) wie folgt:
M=, NUX {z},6,2.9)
mit der folgenden Uberfiihrungsfunktion §:

ZAS — 284S 2(( = 2\
2AS — z8%S z)) — zA
2AS = z(9) Zkx = 2z
ZAS = za z++ = 2
zaa —  ZA
Eine Ableitung von w = (a * a) + a in G und M:
kfG G PDA M
S ke S+S (z,(a*xa)+a,S) Fu (z,(axa)+a,S+S)
o (5)+5 . (eo(axa)+a (S)+S)
Fuo (2, a*a)—i—a S)+S)
Fe (S*S5)+ S Fu (z,axa)+a,S%8)+5)
Fo (axS)+ S Fu (z,axa)+a,axS)+9)
Fao (2,%a) +a,%xS) + 5)
l_]\/[ (Z, )"‘(I S)+S)
Fe (axa)+ S Fuo (2,a) +a,a) +5)
Py (2) +a,) +5)
Fum (z,+a,+ )
Fvo (2,a,9)
Fe (a*xa)+a Fuo (2,a,a)
l_M (Z,)\ )\)
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Beispiel 3.45 (Kellerautomat = kontextfreie Grammatik) Wir betrachten den Keller-
automaten
M = (27 F? Z7 57 205 #)

mit
e Eingabealphabet 5. = {a, b},
e Kelleralphabet T = { A, B, #},

o Zustandsmenge 7 = {zy, z1 } und

o Uberfiihrungsfunktion 8, die durch die folgenden Regeln gegeben ist:

zoa# — 20A# | zoaA — A
200A — 20AA | zpbB — z )\
zoaB — 2pAB | 20AH# — 21 A
20b# — zgB# | z1aA — 2\
2obA — 2gBA | z1bB — z A
20bB  — BB | 21A# — 21\

Es gilt L(M) = {w sp(w) | w € {a,b}*}.

Konstruiere eine Grammatik G = (X, {S}UZ x ' x Z, S, P) mit L(G) = L(M) wie

folgt:
P besteht aus genau den folgenden Regeln:

1. S — (20,7, 2) fiir jedes z € Z; d.h.,

21, #721 — )\’ da (ZI; )\) € 6(217 )\7 #)

S — (20, #, 20)
S — (20, #, 21)

2. (5, A7) = a, falls (2/,\) € 0(2,a,A); d.h.,
(20, A, 21) = a, da (z1,\) € 0(z9,a, A)
(20, B,2z1) — b, da (z1,\) € §(20,b, B)
(20, #,21) = A da (21, \) € 6(20, A, #)
(21, A, 21) = a, da (z1,\) € 0(z1,a, A)
(21, B,21) = b da (z1,\) € §(21,b, B)
( )
(

2, A2 — a(z, B, 2'), falls (21, B) € §(z,a, A); d.h.,

hier keine



2, A2 —a

[S I N
—

(

)

a(zo, A, 22)
( )

)

)

a\ 2o, A7 %)

20, B,Zz
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21, B, 29) (22, C, '), falls (z1, BC) € 6(z,a, A); d.h.,
ZOaAa <2 (22a#7 ,)’ zZ 22 € {Z0>Zl}’ da (207A#> € 5(’20’&7 #)

29, A, 2), 2/, 29 € {20, 21}, da (20, AA) € §(20,0a, A)
29, B,2"), 2, 20 € {20, 21}, da (29, AB) € §(z0,a, B)

22,

) (
anByzQ ZQa#? /)’ Z/ Z9 € {Z0721}: da (207 ) S 5(20ab7 #)

A2, 2 29 € {20, 21}, da (20, BA) € §(20,b, A)

(20, B, 22) (29, B, 2'), 2, 20 € {20, 21}, da (20, BB) € 6(z0,b, B)

Da 7| zy € {29, 21}, sind hier 6 - 4 = 24 Regeln angegeben.

Eine Ableitung von w = abba in M und G:

PDA M kfG G
S Fo (20,#,21)
(z0,abba, #) tFar (20, bba, A#) Fa a(zo0, A, z1) (21, #, 21)
Fauo (20, ba, BA#) Fo ab(zo, B, z1)(z1, A, 21) (21, #, 21)
Fu o (21,0, A#) Fo abb(z1, A, z1) (21, #, 21)
Far (21, A #) Fa  abba(z1, #, 1)
Fu (21, M, 0) Fo  abba




Kapitel 4

Deterministisch kontextfreie Sprachen

4.1 Deterministische Kellerautomaten
Definition 4.1 (Deterministischer Kellerautomat (DPDA)) Ein Septupel
M= (X,T,2,6, 2, #, F)
heif3t deterministischer Kellerautomat (kurz DPDA), falls gilt:
1. M'"= (2,1, Z,0, 2y, #) ist ein PDA;
2. VaeX)(VAeT)(Vz € 2)[||0(z,a, A)|| + ||0(z, A, A)|| < 1],

3. F C Z ist eine ausgezeichnete Teilmenge von Endzustinden (M akzeptiert per End-
zustand, nicht per leerem Keller).

Beispiel 4.2 (Deterministischer Kellerautomat)

1. Der PDA M aus Beispiel 3.41(1) hat nur deterministische 5-Ubergiinge, ist aber
aufgrund der Akzeptanz mittels leerem Keller nach obiger Definition kein DPDA. Um
einen deterministischen Kellerautomaten M, fiir die Sprache L = {a™b™ | m > 1}
zu definieren, miissen wir noch einen Endzustand z. einfiihren:

M. = ({a,0},{A, #}, {20, 21, z }, Oe, 20, #, { 2 })

mit der Uberfiihrungsfunktion 0,:

200H# — 20A# | IAHE =z
200A — 20AA | 1A — A
20 bA — 21

83
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Beispielsweise ist aabb € L(M.) = L, denn:

(zo,aabb, #) Fur, (20, abb, A$#)
l_Me (Zo, bb, AA#)
l_Me (Zl, b, A#)
F . (21, A, #)
l_Me (Ze7 )\, )\)

2. Der PDA M’ aus Beispiel 3.41(2) ist kein DPDA, da M’ nichtdeterministische o-
Ubergiinge hat:

e §(z0,a,A) = {(20, AA), (21, \) }, also ||0(20,a, A)|| =2 > 1, und
e §(z9,b, B) = {(20, BB), (21, \) }, also ||0(z0,b, B)|| =2 > 1.

Definition 4.3 (Sprache eines deterministischen Kellerautomaten) Die von einem deter-
ministischen Kellerautomaten M = (X,1", Z, 0, zy, #, F') akzeptierte Sprache ist definiert
durch

L(M) ={x € X% | (20,2, #) Fiy (2, A\, ) fiir ein z € Fund v € T'*}.

Fiir jedes Eingabewort w € ¥* ist (zo, w, #) die entsprechende Startkonfiguration von M.
Fiir jedes v € I'* und z € F ist die Konfiguration (z,\,~) eine Endkonfiguration des
DPDA M.

Definition 4.4 (Deterministisch kontextfreie Sprache) Eine Sprache A heifit determini-
stisch kontextfrei, falls es einen deterministischen Kellerautomaten M gibt mit

A= L(M).

Mit DCF = {L(M) | M ist DPDA} bezeichnen wir die Klasse der deterministisch kon-
textfreien Sprachen.

Bemerkung 4.5 o Im Gegensatz zu (nichtdeterministischen) Kellerautomaten macht
es bei DPDA einen Unterschied, ob man sie mittels Akzeptierung per Endzustand
oder mittels Akzeptierung per leerem Keller definiert.

e DCEF stimmt genau mit der Klasse der so genannten LR(k)-Sprachen iiberein, die bei
der Syntaxanalyse im Compilerbau eine Rolle spielen.

o Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen ist das Wortproblem in linearer Zeit losbar.

Satz 4.6 REG C DCF c CF.
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Beweis. Die Inklusionen REG C DCF C CF sind klar. Die Ungleichheiten werden nicht
bewiesen, sondern nur skizziert:

e Die Sprache L = {w3$sp(w)| w € {a,b}*} ist deterministisch kontextfrei. An-
dererseits kann man mit dem Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen zeigen, dass
L ¢ REG.

e Die Sprache L' = {wsp(w)|w € {a,b}*} aus Beispiel 3.41(2) ist jedoch nicht
deterministisch kontextfrei. Andererseits ist L’ in CF.

Daraus folgt REG # DCF # CF, also REG C DCF cC CF. |

Alle Sprachen

Typ-0-Sprachen

Typ-1-Sprachen (CS)

Typ-2-Sprachen (CF)

Determ. kf-Sprachen (DCF)

Typ-3-Sprachen (REG)

Abbildung 4.1: Einordnung von DCF in die Chomsky-Hierarchie

Satz 4.7 DCF ist abgeschlossen unter Komplement, aber weder unter Schnitt noch unter
Vereinigung noch unter Konkatenation noch unter Iteration. ohne Beweis

Behauptung 4.8 Die Sprache

L = {a"b"c¢™ | n,m >0} U{a"b™c™ | n,m > 0}
= {a't/cF|i=joderj=k}

ist kontextfrei und inhdrent mehrdeutig. ohne Beweis
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4.2 LR(k)- und LL(k)-Grammatiken

Ziel: Kontextfreie Sprachen, die eindeutige (d.h. nicht mehrdeutige) Sprachen definieren
und Grammatiken fiir deterministisch kontextfreie Sprachen.

Zunichst definieren wir spezielle Ableitungsrelationen (vgl. Definition 1.4):

Definition 4.9 (Rechtsableitung, Linksableitung) Sei G = (X, N, S, P) eine kontext-
freie Grammatik. Wir definieren

ubg,v <= u=apz,v=1qz,
wobei x € (NUX)* undp — q € Pund z € ¥* und
ubgiv <= u=uzpz,v=12qz,
wobei z € (NUX)* undp — q € Pund x € ¥*.
Eine Folge (xg,x1,...,x,) mitx; € (XUN)*, g = S und x,, € ¥* heifit Rechtsablei-
tung bzw. Linksableitung von x,, in G, falls

To l_G,r Ty l_G,r e |_G7r Tn,

bzw.
2o gy w1 Fay - Fag Ta.

Analog zu Definition 1.4 verwenden wir ¢, bzw. ¢, und ¢, ; bzw. ¢, ;.

Beispiel 4.10 (Rechtsableitung, Linksableitung) Wir betrachten die kontextfreie Gram-
matik G = ({*,+,(,),a}, {5}, 5,{S = S+ S|S*S|(S)|a}) aus Beispiel 1.5.

e Eine Linksableitung fiir (a + a) xa+ a in G:

S l_G’,l S+ S5

|_G,l S*S—i—S

Fei (S)*S+S
}_G’,l (S+S)*S+S
Fei (a+S)*xS+S
l_G’,l (a+a)*S+S
Fei (a+a)*xa+ S
Fei (a+a)*xa+a
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e Eine Rechtsableitung fiir (a + a) x a + a in G

S I_G,r S+S
Far S+a
I_GJ, S*S+CZ
Far S*xa+a
l_G,r (S)*a—i—a
(S+S)*xa+a
Far (SHa)xa+a
(a+a)*xa+a

Definition 4.11 (FIRST}) Seien > ein Alphabet und k > 0. Definiere die Funktion
FIRST,, : ¥* — ¥*

durch
x  falls |x| < k

FIRST,(z) = { P,

y| =k, fiiry,z € X7

Das heifit, FIRSTy(z) ist das Wort z, falls || < k, bzw. das Anfangswort von = der Lidnge
k, falls |z| > k.

Beispiel 4.12 (FIRST}) Es seien ¥ = {0,1} und x = 0110111 € ¥*.

ko1 2 3 14 5 6 7 8
FIRST)(z) [A 0 01 011 0110 01101 011011 0110111 0110111

LR(k)-Grammatiken

Um deterministisch kontextfreie Sprachen durch Grammatiken zu charakterisieren, be-
trachten wir LR(k)-Grammatiken.

Definition 4.13 (LR(k)-Grammatik) Es sei k& > 0. Eine kontextfreie Grammatik G =
(X, N, S, P) heifst LR(k)-Grammatik, falls die Ableitung S (. S fiir kein n > 0 moglich
ist und fiir alle Worter Py, P, P», Py € (X U N)*, alle Worter Py, Pj € ¥* und alle
X, X" € N aus den Bedingungen

L Sk, PIXPsbg, PLRPs
2. Skg, PIX'Py g, PP Py

3. FIRST p, 4 py 1k (PL PaP3) = FIRSTp, 4y 44 (P P4 P})
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folgt, dass P, = P|, X = X" und P, = P, gilt.
In LR(k)-Grammatiken muss man also hochstens & Stellen von Links in das terminale

Wort P;5 hineinschauen, um die angewandte Produktion X — ... bei einer Rechtsableitung
eindeutig zu erkennen. Die Zahl k wird auch als Look-ahead (Vorausblick) bezeichnet.

Beispiel 4.14 (LR(k)-Grammatik) Wir betrachten Grammatiken fiir die Sprache L =
{ab*Tc|n > 0}

1. Gy = ({a,b,c},{S, X},S,{S — aXec, X — bXb | b}).
Betrachte z.B. die Ableitungen

S FERL abk X bEc o, ab®tle
SRR eI XV e bg, ab® e

Die drei Bedingungen der Definition sind erfiillt fiir:
(Cl) Plzabk,szb,szbkc.
(b) P| = ab"*l, P} =0, Pj=brtle

(¢) FIRST|p,| 4 |1k (P PaP3) = FIRSTax12(ab®+1c) = ab**+! und
FIRST | py | py 4 (P P P3) = FIRST2k+2(abzk+3c) = ab®* 1,

Aber Py, = P] gilt fiir kein k. Also ist G keine LR(k)-Grammatik.

2. Gy = ({a,b,c}, {5, X}, 5, {S = aXc,X — Xbb|b}).
Betrachte z.B. die Ableitungen

S FEFL aXbe kg, ab®tlc
S R aXb*e kg, ab®te

Die drei Bedingungen der Definition sind erfiillt fiir:
(a) Py =a, P, =0, Py =b*c
(b) P =a, P, =10, Pj=0b*"2

(C) FIRST|p1|+‘p2|+k(P1P2P3) — FIRSTQ(CLb2k+1C) — abfl;t'l" k = 0 und
FIRST|p1|+‘p2|+k(P1/P2/Pé) = FIRSTQ(ab2k+3C) = abﬁir k=0.
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Esgilt Py = P, X = X" und P, = P,

Allgemein kann man zeigen: G ist eine LR(0)-Grammatik.
3. G3 = ({a,b,c},{S, X}, 5,{S = aXc,X — bbX | b})
G35 ist keine LR(0)-Grammatik.
Betrachte z.B. die Ableitungen
S kg, aXc kg, abe

S Fg, ab’Xc Fg, ab’c

G ist aber eine LR(1)-Grammatik (s. Ubungen).

Definition 4.15 (LR(k)-Sprache) Eine Sprache L ist eine LR(k)-Sprache, falls es eine
LR(k)-Grammatik G gibt mit L(G) = L. Es sei LR(k) die Klasse aller LR(k)-Sprachen.

Beispiel 4.16 (LR(k)-Sprache)
1. L = {ab**c|n > 0} ist eine LR(0)-Sprache (s. Beispiel 4.14(2)).
2. L ={w$sp(w) | w € {a,b}*} ist eine LR(0)-Sprache (s. Ubungen).

Den Zusammenhang zwischen LR (0)-Sprachen und deterministisch kontextfreien Spra-
chen fassen wir hier ohne Beweise zusammen.

Satz 4.17
1. Jede LR(k)-Grammatik ist eindeutig (d.h. nicht mehrdeutig).
2. Jede LR(k)-Sprache ist deterministisch kontextfrei.

3. Jede deterministisch kontextfreie Sprache kann von einer LR(1)-Grammatik erzeugt
werden.

4. Es gilt die Inklusionskette

LR(0) € LR(1) = LR(2) = ... = LR(k) = DCF C CF.
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LL(k)-Grammatiken

Eng mit LR(k)-Grammatiken verwandt sind die LL(k)-Grammatiken, die im Compilerbau
eine wichtige Rolle spielen.

Definition 4.18 (LL(k)-Grammatik) Es sei k > 0. Eine kontextfreie Grammatik G =
(X, N, S, P) heifst LL(k)-Grammatik, falls die Ableitung S \¢. S fiir kein n > 0 moglich
ist und fiir alle Worter P, Py, P3, Py € (X U N)*, alle Worter Py, Py, P, € ¥* und alle
X € N aus den Bedingungen

I. S5, PIXPsbay PPyPs s, PPy
2. S+, PIXP)Fay PPy Fy, PP,
3. FIRST,,(P,) = FIRST,(P))

folgt, dass P, = Py gilt.

In LL(k)-Grammatiken muss man also hochstens & Stellen von Links in das terminale
Wort P, hineinschauen, um die angewandte Produktion X — ... bei einer Linksableitung
eindeutig zu erkennen.

Definition 4.19 (LL(k)-Sprache) Eine Sprache L ist eine LL(k)-Sprache, falls es eine
LL(k)-Grammatik G gibt mit L(G) = L. Es sei LL(k) die Klasse aller LL(k)-Sprachen.

Definition 4.20 (Starke LL(k)-Grammatik)

e Eine kfG G = (X, N, S, P) heift starke LL(k)-Grammatik, falls fiir je zwei Links-
ableitungen

. wAy Fg i way '_Z‘,l wy ) . .
Sty { TAS ) 26 Fy 2 mitw,x,y,z € X*, A€ N, o, 8,7,0 € (NUX)
aus FIRSTy(y) = FIRST(z) stets folgt: o« = .
e G heift starke LL-Grammatik, falls G starke LL(k)-Grammatik fiir ein k ist.

e Eine Sprache L heifst stark LL(k) (bzw. stark LL), falls es eine starke LL(k)-Grammatik
(bzw. eine starke LL-Grammatik) G gibt mit L(G) = L.

Bemerkung 4.21 Nach Definition ist jede starke LL(k)-Grammatik auch eine LL(k)-Gram-
matik. Fiir k > 1 gilt die Umkehrung i.A. nicht, aber fiir k = 1 sind beide Begriffe dquiva-
lent.

Es ist einfach zu entscheiden, ob eine Grammatik eine LL(1)-Grammatik ist.
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Satz 4.22 Eine kfG G ist genau dann eine LL(1)-Grammatik, wenn G eine starke LL(1)-
Grammatik ist.

Beweis. (<) Dies gilt nach Definition.

(=) Fir einen Widerspruch nehmen wir an, dass die kfG G = (X, N, S, P) ein
Gegenbeispiel fiir die Aussage sei, also ist G zwar LL(1), aber nicht stark LL(1). Dann
gibtes in P zwei Regeln A — avund A — [ mit o # (3, und es gibt zwei Linksableitungen

grx ] wAY Fegway g, wyy o, winye € X
G\ zAd gy 236 Foi w210 Boy w22 € X,

so dass

FIRST, (y1y2) = FIRST;(z129). 4.1
Kann G dann wirklich LL(1) sein?
Fall 1: y; = z; = A. Dann gibt es Linksableitungen

wary By wy gy wys

SHL, wAY ¢ ¢
Gi Trel { wpy '_G,z wry I—GJ wyYs.

Da natiirlich FIRST; (y2) = FIRST; (y2) gilt, wiirde aus der Annahme, dass G LL(1)
ist, « = (3 folgen, im Widerspruch zu o # 5.

(G ist in diesem Fall nicht nur nicht LL(1), sondern sogar mehrdeutig.)
Fall 2: y; # X oder z; # A. Sei 0.B.d.A. y; # \. Aus der Gleichheit (4.1) folgt dann:
FIRST; (y1y2) = FIRST;(y1) = FIRST; (2 22).
Daher gibt es die folgenden beiden Linksableitungen:

rad Fg, xy10 B5y wyze

S |_G,l L) "G,l { 235 |_*GJ 210 l_Z*,l T2129.

Nun gilt:
FIRST1 (ylzg) — FIRST1 (yl) — FIRST1 (2’122),

aber av # 3, ein Widerspruch dazu, dass G eine LL(1)-Grammatik ist.

Satz 4.22 ist bewiesen. |

Beispiel 4.23 (LL(k)-Grammatik) Die Grammatiken aus Beispiel 4.14 sind keine LL(1)-
Grammatiken.
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Erinnerung an Definition 1.9: Eine kfG G heilit mehrdeutig, falls es ein Wort w in
L(G) gibt, das auf verschiedene Weise abgeleitet werden kann, also zwei verschiedene
Syntaxbiume hat. Agivalent dazu kann man fordern, dass w verschiedene Linksableitungen
hat. LL(k)-Grammatiken erzwingen die Eindeutigkeit der Ableitungen. Somit erzwingt die
LL(k)-Bedingung die Nichtmehrdeutigkeit der Grammatik.

Einige Aussagen zu LL(k)-Grammatiken fassen wir hier ohne Beweise zusammen.

Satz 4.24
1. Jede LL(k)-Grammatik ist eindeutig (d.h. nicht mehrdeutig).
2. Jede LL(k)-Grammatik ist eine LR(k)-Grammatik.

3. Es gilt eine echte Inklusionskette

LL(0) ¢ LL(1) ¢ LL(2) C ... € LL(k) € LR(1) = DCF C CF.

Bemerkung 4.25 RL(k)-Grammatiken und RR(k)-Grammatiken gibt es auch.

Wir wollen nun noch ein Kriterium fiir die LL(%)-Bedingung angeben. Dazu brauchen
wir die folgende Definition.

Definition 4.26 Sei G = (X, N, S, P) eine kfG.
e Fiir jedes o € (N U X)* definieren wir

o . . ' s
Firsty,(a) = {x c x| @ gibt einy € X" und eine Linksableitung o \-¢, | vy } '

mit |x| = k oder (|z| < kundy = \)

e A € N heift niitzlich in G, falls es Worter o, 5 € (XU N)* und w € X* gibt mit

Sto aAB Fqw.

o G heifit reduziert, falls jedes A € N niitzlich in G ist.
Lemma 4.27 Zujeder kfG G gibt es eine reduzierte kfG G' mit L(G) = L(G"). ohne Beweis

Satz 4.28 Eine kfG G = (X, N, S, P) ist genau dann eine LL(k)-Grammatik, wenn fiir
alle € (XUN)*, A€ N, w € ¥* mit S l_*G,l wA« und fiir alle Regeln A — 3 und
A — vin P mit 3 # ~ gilt:

Firsty.(Sa) N Firstg (ya) = 0.
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Beweis. (=) Wir zeigen die Kontraposition. Sei Firsty (Sa) NFirsty (ya) # 0. Betrachte
ein x in diesem Durchschnitt. Nach Lemma 4.27 konnen wir annehmen, dass G reduziert
ist. Nach Definition 4.26 gibt es Linksableitungen

a1y /3 X, *
who g, wry € X

SEL wAa gy ;
Gl % wya g, wrz € X

Falls |z| < k, dannisty = A = z.

Wegen [ # v und FIRST(z) = FIRSTy(x) ist G keine LL(k)-Grammatik.

(<) Wieder zeigen wir die Kontraposition. Angenommen, G ist keine LL(%)-Grammatik.
Dann existieren Linksableitungen

wha =5, wr € XF

SEL wAa gy ‘ ,
Gl “ wyo =g, wy € X7

mit FIRST,(x) = FIRSTy(y) und 5 # ~. Also gibt es in P verschiedene Regeln A — /3
und A — v mit

FIRST(z) = FIRST(y) € Firsty(Sa) N Firstg(ya).
Folglich ist die Schnittmenge First (/5a)) N First,(y«) nicht leer. |
Korollar 4.29 Sei G = (X, N, S, P) eine kfG ohne Regeln der Form A — ). Dann ist G

eine LL(1)-Grammatik genau dann, wenn fiir alle Regeln A — [ und A — ~ in P mit

B # v gilt:
First; (5) N Firsty () = 0.

ohne Beweis

Fiir kfGs mit A\-Regeln ist die Situation komplizierter; dies sei einer Spezialvorlesung
zum Compilerbau bzw. zur Syntaxanalyse vorbehalten.

4.3 Anwendung: Syntaxanalyse durch LL(k)-Parser

Ziel der Syntaxanalyse: Programmiersprachen sind meist kontextfreie Sprachen, deren
Worter die syntaktisch korrekten Programme sind. Fiir eine durch eine kfG GG gegebene
Programmiersprache L = L(G) und ein gegebenes Programm w soll getestet werden, ob
w syntaktisch korrekt ist, d.h., ob gilt: w € L(G). Das ist gerade das Wortproblem.

o Falls ja: Angabe eines Syntaxbaums der Ableitung S ¢, w.

e Falls nein: Angabe moglichst vieler Syntaxfehler.
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Wir beschrianken uns auf den Fall ,ja*“.

Aufgaben eines Compilers (Ubersetzers):
Ubersetzen eines Programms aus einer htheren Programmiersprache in Maschinensprache.

1. Die lexikalische Analyse erkennt mittels endlicher Automaten und bestimmter Hash-
ing-Techniken Schliisselworter (while, for, if, then, etc.) und vereinbarte Namen.

2. Die Syntaxanalyse iiberpriift die syntaktische Korrektheit des Programmtextes.
3. Die semantische Analyse iiberpriift die ,,semantische Korrektheit des Programms.

4. Die Code-Erzeugung (Assembler Code, Maschinensprache) und Optimierung er-
moglichen die Synthese des erfolgreich kompilierten Programms.

Der Compilerbau und insbesondere auch die Syntaxanalyse sind umfangreiche Gebie-
te, die Inhalt einer selbststindigen Vorlesung sind. Hier beschrinken wir uns auf einige
Teilaspekte, um die allgemeinen Prinzipien und Strategien kurz vorzustellen.

Strategien der Syntaxanalyse (Parsing):

e allgemeine Verfahren fiir bestimmte Teilklassen;
e Tabellenstrategien (z.B. der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami);

e ableitungsorientierte Strategien.

Unter den vielen Strategien fiir die Syntaxanalyse interessieren wir uns nur fiir ein
spezielles Top-down-Verfahren, das v.l.n.r. vorgeht: das LL(k)-Parsing.

Grundidee bei ableitungsorientierten Strategien:

e Sei G = (X, N, S, P) eine kfG, w € L(G) sei ein gegebenes Wort (d.h. Programm),
und 7" sei ein Syntaxbaum fiir die Ableitung S 7, w.

e Betrachte eine Verzweigung in 7, die durch Anwendung der Regel
A= a=aay---ay,

entsteht, wobei A € N und jedes a; € ¥ U N. Abbildung 4.2 zeigt die Struktur des
Syntaxbaums 7' beim Parsing. Dabei ist w = xyz, wobei x der terminale Linkskon-
text, y der terminale Nachkontext und z der terminale Rechtskontext von A sind.

e Die wesentlichen Strategien sind:
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S

Vorstruktur A

Rechts-

Linksstruktur Nachstruktur struktur

x Y z

Abbildung 4.2: Struktur eines Syntaxbaums beim Parsing

Top-down-Analyse: Fortschreiten, wenn die Vorstruktur bekannt und die Nachstruk-
tur unbekannt ist, d.h. von oben nach unten. Dabei geht man von links nach
rechts vor, erweitert also einen schon bekannten Prifix des abzuleitenden Wor-
tes.

Bottom-up-Analyse: Fortschreiten, wenn die Nachstruktur bekannt und die Vor-
struktur unbekannt ist, d.h. von unten nach oben. Dabei geht man von rechts
nach links vor, erweitert also einen schon bekannten Suffix des abzuleitenden
Wortes.

Top-down von links nach rechts Bottom-up von rechts nach links

. schon erkannt
|:| noch unbekannt

[ ] zu erkennende
Regelanwendung

Prifix erweitern Suffix erweitern

Abbildung 4.3: Top-down-Strategie und Bottom-up-Strategie
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Abbildung 4.3 veranschaulicht beide Strategien.

Will man z.B. bei einem Top-down-Verfahren einen schon erkannten Prifix erweitern
und dazu die richtige anzuwendende Regel erkennen, kann es notig sein, einige Symbole
vorausblicken zu konnen.

Beispiel 4.30 (Look-ahead)  Betrachte das Wort w = abba$ und die kfG G mit den
folgenden Regeln:

S—C% C—bA|laB, A—al|aC, B —b|bC,

wobei das Terminalzeichen $ als eine Endmarke dient. Die einzige mogliche Startmdglich-
keit fiir eine Ableitung S \=¢, , w ist die Regel S — C$. Danach gibt es zwei Moglichkeiten,
C zu ersetzen: C' — bA und C' — aB. Die erste Moglichkeit entfillt aber, da der er-
ste Buchstabe von w ein a ist; also muss C' — aB angewandt werden. Es reicht also ein
Look-ahead von einem Symbol aus, um die richtige Entscheidung zu treffen. Bisher gilt:

S l_G,l O$ l_G,l CLB$

Nun gibt es zwei Moglichkeiten, B zu ersetzen: B — b und B — bC'. Aber diesmal reicht
ein Look-ahead von einem Symbol nicht mehr aus, da beide Regeln mit b beginnen. Wir
brauchen also einen Look-ahead von zwei Symbolen. Damit sehen wir, dass wieder die
erste Moglichkeit entfiillt, da w # ab$. Es wird also B — bC' angewandt, und wir erhalten:

S l_G,l C$ l_G,l CLB$ l_G,l CLbC$

Es gibt zwei Moglichkeiten, C' zu ersetzen. Da der dritte Buchstabe von w ein b ist (ein
Look-ahead von einem Symbol geniigt), wird C' — bA angewandt:

S I_G,l C$ l_G,l CLB$ l_G,l CLbC$ }_G,l CLbbA$
Nun ist nur die Regel A — a moglich:
S l_G,l C$ l_G,l CLB$ l_le CLbC$ l_G,l abba$,

und der Syntaxbaum fiir die Ableitung S ©¢,, w ist gefunden. Insgesamt geniigte immer
ein Look-ahead von zwei Symbolen. G ist ein Beispiel fiir eine (starke) LL(2)-Grammatik



Kapitel 5

Kontextsensitive und £p-Sprachen

Satz 5.1 CF ist echt in CS enthalten.

Beweis. Nach Behauptung 2.29 ist die Sprache L = {a™b™c¢™ | m > 1} nicht kontextfrei.
Andererseits ist L kontextsensitiv, wie die Grammatik aus Beispiel 1.5 (2.) zeigt. Somit ist
L € CS — CF, also CF C CS. |

Ziel: Automatenmodelle fiir CS und fiir £,.

5.1 Turingmaschinen

Ein grundlegendes Algorithmenmodell ist die Turingmaschine, die 1936 von Alan Turing
(1912 bis 1954) in seiner bahnbrechenden Arbeit “On computable numbers, with an app-
lication to the Entscheidungsproblem” (Proceedings of the London Mathematical Society,
ser. 2, 42:230-265, 1936; Correction, ibid, vol. 43, pp. 544-546, 1937) eingefiihrt wur-
de. Die Turingmaschine ist ein sehr einfaches, abstraktes Modell eines Computers. Im
Folgenden definieren wir dieses Modell durch Angabe seiner Syntax und Semantik, wo-
bei wir wieder zwei verschiedene Berechnungsparadigma beriicksichtigen: Determinismus
und Nichtdeterminismus. Es ist zweckmiBig, zuerst das allgemeinere Modell der nichtde-
terministischen Turingmaschine zu beschreiben. Deterministische Turingmaschinen erge-
ben sich dann sofort als ein Spezialfall.

Modell und Arbeitsweise:

e Eine Turingmaschine ist mit & beidseitig unendlichen Arbeitsbindern ausgestattet,
die in Felder unterteilt sind, in denen Buchstaben stehen konnen.

e Enthilt ein Feld keinen Buchstaben, so wird dies durch ein spezielles Leerzeichen,
das O-Symbol, signalisiert.

97
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e Auf den Arbeitsbindern findet die eigentliche Rechnung statt. Zu Beginn einer Rech-
nung steht das Eingabewort auf einem bestimmten Band, dem Eingabeband, und alle
anderen Felder enthalten das O-Zeichen. Am Ende der Rechnung erscheint das Er-
gebnis der Rechnung auf einem bestimmten Band, dem Ausgabeband.!

e Auf jedes Band kann je ein Schreib-Lese-Kopf zugreifen. Dieser kann in einem Takt
der Maschine den aktuell gelesenen Buchstaben iiberschreiben und anschlielend eine
Bewegung um ein Feld nach rechts oder links ausfiihren oder aber auf dem aktuellen
Feld stehenbleiben. Gleichzeitig kann sich der aktuelle Zustand der Maschine dndern,
den sie sich in ihrem inneren Gedichtnis (“finite control”’) merkt. Abbildung 5.1 zeigt
eine Turingmaschine mit zwei Bindern.

e PDAs und somit auch NFAs und DFAs sind spezielle TMs.

finite
control

Eingabeand

EEEEEEEENNEEEEEEEEEEEEEEE

j
Arbeitsband ( Kopf

ofp[s[s[r[t[n[1[E[R|W]/I|R[D|G[E[A[R[B[E[1]|T|E|T|O]

Abbildung 5.1: Eine Turingmaschine

Definition 5.2 (Syntax von Turingmaschinen)  FEine (nichtdeterministische) Turingma-
schine mit & Biandern (kurz k-Band-TM) ist ein 7-Tupel M = (X,T', Z, 8, zo, O, F'), wobei

e Y. das Eingabe-Alphabet ist,
e ['das Arbeitsalphabet mit >. C T,
e 7 cine endliche Menge von Zustinden mit Z N T" = (),

o §: ZxTk = P(Z xT* x {L, R, N}*) die Uberfiihrungsfunktion,

'Man kann z.B. festlegen, dass auf dem Eingabeband nur gelesen und auf dem Ausgabeband nur geschrie-
ben werden darf. Ebenso kann man eine Vielzahl weiterer Variationen der technischen Details festlegen. Zum
Beispiel konnte man verlangen, dass bestimmte Kopfe nur in einer Richtung wandern diirfen oder dass die
Bénder halbseitig unendlich sind und so weiter.
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® 2o € Z der Startzustand,
e O cI'—Xdas ,Blank*-Symbol (oder Leerzeichen) und
o F' C Z die Menge der Endzustdnde.

Der Spezialfall der deterministischen Turingmaschine mit k£ Bindern ergibt sich, wenn die
Uberfiihrungsfunktion § von Z x T* nach Z x T* x {L, R, N }* abbildet.

Fiir £ = 1 ergibt sich die 1-Band-Turingmaschine, die wir einfach mit TM abkiirzen.
Jede k-Band-TM kann durch eine entsprechende Maschine mit nur einem Band simuliert
werden, wobei sich die Rechenzeit hochstens quadriert. Spielt die Effizienz eine Rolle,
kann es dennoch sinnvoll sein, mehrere Bénder zu haben. Wir werden uns im Folgenden
auf 1-Band-Turingmaschinen beschrinken.

Weiter zur Arbeitsweise:

e Statt (2/,b,z) € 0(z,a) mit z,2" € Z,x € {L, R, N}, a,b € I schreiben wir kurz:
(z,a) — (2/,b, ), oder (wenn es keine Verwechslungen geben kann): za — 2’'bx.

e Dieser Turingbefehl bedeutet: Ist im Zustand 2z der Kopf auf einem Feld mit aktueller
Inschrift a, so wird:

— a durch b iiberschrieben,
— der neue Zustand z’ angenommen und

— eine Kopfbewegung gemiB » € {L, R, N'} ausgefiihrt (d.h., ein Feld nach links,
ein Feld nach rechts oder neutral, also Stehenbleiben).

Turingmaschinen kann man sowohl als Akzeptoren auffassen, die Sprachen (also Wort-
mengen) akzeptieren, als auch zur Berechnung von Funktionen benutzen. In diesem Ab-
schnitt betrachten wir Turingmaschinen als Akzeptoren; die Funktionsberechnung einer
Turingmaschine wird spéter definiert.

Definition 5.3 (Semantik von Turingmaschinen)

e Eine Konfiguration einer TM M = (3, 1", Z,6, 20,0, F') ist ein Wort k € T ZT™.
Dabei bedeutet k = azf, dass af die aktuelle Bandinschrift ist (also das Wort auf
dem bereits vom Kopf besuchten Teil des Bandes), der Kopf auf dem ersten Symbol
von (3 steht und z der aktuelle Zustand von M ist.

o Aufder Menge R); = I'"*Z1'* aller Konfigurationen von M definieren wir eine bindire
Relation - wie folgt. Intuitiv gilt k &y K fiir k, k' € Ry genau dann, wenn k' aus
k durch eine Anwendung von § hervorgeht.
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Formal: Fiir alle « = ayas - - - ap, und = bibg - - - b, in ' (m > 0, n > 1) und fiir
alle z € Z sei

a1as - amz'chy -+ - by, falls (z,b1) = (2/,¢, N)undm > 0,n > 1
azB bty { aras---apmez’by by falls (z,b1) — (2/,¢, R) und m > 0, n > 2
a1ag - Q12 amchy - - by, falls (z,b1) — (2,¢, L) und m > 1, n > 1.

Sonderfiille:
1. n=1und (z,b;) = (¢, ¢, R) (d.h., M liiuft nach rechts und trifft auf ein 0):
a1ay - - - Ap2by Fas aras - - a2’ 0.
2. m=0und (z,b1) — (#',¢, L) (d.h., M liuft nach links und trifft auf ein O):
2biby -+ - b, Fap 2'Ocby -+ - by,.

e Die Startkonfiguration von M bei Eingabe x ist stets zqx. Die Endkonfigurationen
von M bei Eingabe x haben die Form azf3 mit z € F und o, 8 € T'*. M hdilt an,
falls eine Endkonfiguration erreicht wird, oder falls kein Turingbefehl mehr auf die
aktuelle Konfiguration von M anwendbar ist.

o Sei -3, die reflexive, transitive Hiille von |- ;.
e Die von der TM M akzeptierte Sprache ist definiert durch

L(M)={x € X*| 2z b}y, azBmitz € Fund o, € T"}.

Bemerkung 5.4

e Da im Falle einer nichtdeterministischen TM jede Konfiguration mehrere Folgekon-
figurationen haben kann, ergibt sich ein Berechnungsbaum, dessen Wurzel die Start-
konfiguration und dessen Bltter die Endkonfigurationen sind.

e Die Knoten des Berechnungsbaums von M (x) sind die Konfigurationen von M bei
Eingabe x.

e Fiir zwei Konfigurationen k und k' aus £, gibt es genau dann eine gerichtete Kante
von k nach k', wenn k -y, k' gilt.

e Ein Pfad im Berechnungsbaum von M (x) ist eine Folge von Konfigurationen kg t s
kiba - bk bag -+, also eine Rechnung von M (x).

e Der Berechnungsbaum einer nichtdeterministischen TM kann unendliche Pfade ha-
ben.
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o Im Falle einer deterministischen TM wird jede Konfiguration auf3er der Startkonfigu-
ration eindeutig (deterministisch) durch ihre Vorgdngerkonfiguration bestimmt. Des-
halb entartet der Berechnungsbaum einer deterministischen TM zu einer linearen
Kette, die mit der Startkonfiguration beginnt und mit einer Endkonfiguration endet,
falls die Maschine bei dieser Eingabe hdilt;, andernfalls geht die Kette ins Unendliche.

Beispiel 5.5 (Turingmaschine) Betrachte die Sprache L = {a"b"c" | n > 1}. Eine Tu-

ringmaschine, die L akzeptiert, ist definiert durch

= ({CL, b7 C}7 {CL, b7 C, $7 D}a {Z07 Zlyeeey

wobei die Liste der Turingbefehle gemdif3 der Uberfiihrungsfunktion § in Tabelle 5.1 ange-
geben ist. Tabelle 5.2 gibt die Bedeutung der einzelnen Zustinde von M sowie die mit den

einzelnen Zustdinden verbundene Absicht an.

Z6}7 67 20, DJ {Zﬁ})7

(ZQ, $) —> (22, $, R)
(z3,¢) — (23,¢, R)
(23,0) — (24,0, L)
(24, $) — (24, $, L)
(247 D) = (Zﬁa D? R)
(24,¢) = (25,¢, L)

(257
(25,
<Z57
(25,
(257
205

c
$
b

)
)
)
)
0)
3)

Tabelle 5.1: Liste § der Turingbefehle von M fiir die Sprache L = {a™b"c™ | n > 1}

| Z | Bedeutung Absicht |
2o || Anfangszustand neuer Zyklus
z1 || ein a gemerkt nichstes b suchen
29 || je ein a, b gemerkt nichstes ¢ suchen
z3 || je ein a, b, c getilgt rechten Rand suchen
z4 || rechter Rand erreicht | Zuriicklaufen und Test, ob alle a, b, ¢ getilgt
z5 || Test nicht erfolgreich | Zuriicklaufen zum linken Rand und neuer Zyklus
z¢ || Test erfolgreich Akzeptieren

Tabelle 5.2: Interpretation der Zustédnde von M

Die (deterministische) Konfigurationenfolge von M bei Eingabe von aabbcc ist:

zoaabbee Far $21abbec
$a$b$z3c

$25a30%c Fur 253a$0%c
$$21$6%c Far $8%210%c
$33$$524% Fage-e

(Akzeptieren)

Far $a$b$cz30 s $a$b$z4c

Far $azbbee

Far $a$zebce
I_M $a$b25$c

Faur 250%a$0$c s 20$a$b$e
Far $$8%208c o $388820c
Far 24888988 s 24 085$$SS oy z6$$$$$$

Far $aSbzoce
e o
Far $20a$b%c I—M
Far $339$$250 F
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5.2 Linear beschrankte Automaten

Linear beschrinkte Automaten sind spezielle Turingmaschinen, die nie den Bereich des
Bandes verlassen, auf dem die Eingabe steht. Dazu ist es zweckmiBig, den rechten Rand
der Eingabe wie folgt zu markieren (auf dem linken Rand steht der Kopf zu Beginn der
Berechnung sowieso und kann diesen im ersten Takt markieren):

1. Verdoppele das Eingabe-Alphabet X zu & = Y U {d | a € X}
2. Reprisentiere die Eingabe a a5 - - - a,, € X durch das Wort aqas - - - a,,_1a,, iiber S

Definition 5.6 (LBA)

e FEine nichtdeterministische TM M heif3t linear beschriankter Automat (kurz LBA),
falls fiir alle Konfigurationen o.z3 und

— fiir alle Worter x = ajag - - - 10, € X mit
Zo1Qg -+ an,lan l_j\/[ OéZﬁ

gilt: |aB| = n, und
— fiir x = A mit 20 =}, azf gilt: aff = 0.

e Die vom LBA M akzeptierte Sprache ist definiert durch

200102 -+ * + Ap—1Gp, Fhyp @z }

L(M) = {a1a2~~an1an €% mit z € Fund o, € T*

Satz 5.7 L € CS <= L = L(M) fiir einen LBA M.

Beweis.

(=) Essei L eine kontextsensitive Sprache und G = (3, N, S, P) eine Typ-1-Grammatik
mit L(G) = L. Wir beschreiben den gesuchten LBA M fiir L informal wie folgt:

1. Eingabe x = ajasy - - - a,.

2. Wihle nichtdeterministisch eine Regel « — v aus P und suche eine beliebiges
Vorkommen von v in der aktuellen Bandinschrift von M.

3. Ersetze v durch w. Ist dabei |u| < |v], so verschiebe entsprechend alle Symbole
rechts der Liicke, um diese zu schlieflen.

4. Ist die aktuelle Bandinschrift nur noch das Startsymbol .S, so halte im Endzu-
stand und akzeptiere; andernfalls gehe zu (2) und wiederhole.
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Die so konstruierte Turingmaschine M ist ein LBA, weil alle Regeln in P nicht-
verkiirzend sind. Es gilt:

r € L(G) <= esgibteine Ableitung S F}. x
<= es gibt eine Rechnung von M, die diese

Ableitung in umgekehrter Reihenfolge simuliert
<~ uz€L(M).

(<) Sei M = (X,T,Z,6, 20,0, F) ein LBA mit L(M) = L. Ist x die Eingabe und ist k €
Ry = " ZI'™* eine Konfiguration mit zox 3, k, so miissen wir sichern, dass |k| <
|z| gilt. Um Konfigurationen durch Worter der Linge |z| darzustellen, verwenden
wir fiir die zu konstruierende Typ-1-Grammatik G das Alphabet

A=TU(ZxT).

Beispielsweise hat die Konfiguration £ = azbcd mit z € Z und a,b,c,d € I iiber

dem Alphabet A die Darstellung &’ = a(z,b)cd und somit die Linge 4 = |abed
siche Abbildung 5.2.

)

Zustand
z

Abbildung 5.2: Darstellung von Konfigurationen durch Worter.
Einen §-Ubergang von M wie etwa
(z,a) = (2',b, L)
kann man durch nichtverkiirzende Regeln der Form
c(z,a) = (2, ¢)b

fiir alle ¢ € T" beschreiben. Die Menge aller solcher Regeln der Grammatik heie P’.
Es gilt fiir alle £y, ks € Ky

ki By ky = ko ky
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wobei k;, i € {1,2}, die obige Darstellung der Konfiguration k; bezeichnet und G’
die Grammatik mit Regelmenge P’ ist.

Definiere G = (X, N, S, P) so

N = {S,A}U(A x %),

P = {S— A(a,a)|ae X} U (5.1
{A— A(a,a)|ae X} U (5.2)
{A = ((20,0a),a)|a € X} U (5.3)

{(a1,a)(ag,b) = (B1,a)(B2,0) | g — G132 € P'ra,b € XU (5.4)

{((z,a),b) > b|z€ F,ae',be ¥} U (5.5)
{(a,b) = blacl,beX}. (5.6)

Offenbar ist G eine Typ-1-Grammatik.

Die Idee hinter dieser Konstruktion von G ist die folgende:

e Regeln der Form (5.1), (5.2) und (5.3) ermdglichen Ableitungen der Form

S l_Z’ (('207 Cl,l), CL1>(CL2, a2) e (an—lv an—1)<dn7 an)-

Dabei ist ((zg,a1),a1)(az,az) ... (an_1,n_1)(Gn, a,) ein Wort mit n Buchsta-
ben iiber dem Alphabet A x > C N. Jeder Buchstabe ist ein Paar. Dabei stellen
die ersten Komponenten die Startkonfiguration

200102 -+ Ap_1Gn = (20,01)02 * * * Ap_10p
dar und die zweiten Komponenten das Eingabewort
T = a1a9 - Qp—_10ap.

e Mit den Regeln der Form (5.4) simuliert G dann die Rechnung von M bei
Eingabe x = ajas - - - a,,_1a,, wobei die Regeln aus P’ auf die ersten Kompo-
nenten der Paare angewandt werden und die zweiten Komponenten unverédndert
bleiben. Die Simulation der Rechnung von M (z) ist beendet, sobald eine End-
konfiguration erreicht ist.

e Regeln der Form (5.5) und (5.6) 16schen schlieBlich die ersten Komponenten
der Paare weg. Ubrig bleiben die zweiten Komponenten, also das akzeptierte
Eingabewort x.
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e Wird nie eine Endkonfiguration von M (z) erreicht, so kommen die Loschregeln
(5.5) der Grammatik GG nie zur Anwendung, es bleiben im abgeleiteten Wort
immer Nichtterminale enthalten und = wird also nicht aus dem Startsymbol S
abgeleitet.

Zusammengefasst folgt aus der obigen Idee formal die Aquivalenzenkette:

xeL(M) — S F& ((20,a1),a1)(a2,a2) - (@n—1, an—1)(Gn, an)
mit (5.1), (5.2) und (5.3)

o (nyan) - (k-1 ak-1)((2,7%)s @) (Ve+15 @k41) - -+ (Y, @n)
mit (5.4), wobei z € F,v;, €', a; € ¥

Fo aaz---an =7z
mit (5.5) und (5.6)

Analog zum Beweis von Satz 5.7 kann man den folgenden Satz beweisen.
Satz5.8 L € £y < L = L(M) fiir eine Turingmaschine M.
Beweis.

(=) Wie im ersten Teil des Beweises von Satz 5.7. Da GG nun nicht nur nichtverkiirzende
Regeln enthilt, erhédlt man i. A. keinen LBA, sondern eine TM.

(<) Man kann die gleiche Konstruktion wie im zweiten Teil des Beweises von Satz 5.7
verwenden. Da eine TM keine lineare Beschriankung auf dem Band hat, konnen in
Regeln vom Typ (5.4) Konfigurationen k mit |k| > |x| aufgebaut werden. Solche
Konfigurationen entsprechen Wortern in G, die Nichtterminale der Form (v, a) mit
a = )\ enthalten. Um solche Nichtterminale wieder zu 16schen, miissen diese durch
A ersetzt werden, d.h., es werden verkiirzende Regeln benotigt. Somit erhalten wir
i. A. keine kontextsensitive, sondern eine Grammatik vom Typ 0.

Satz 5.8 liefert eine Charakterisierung der Klasse £, durch das Automatenmodell der
Turingmaschine. Somit haben wir nun alle Klassen der Chomsky-Hierarchie durch geeig-
nete Automaten charakterisiert.
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Bemerkung 5.9

e In Satz 5.8 ist es dabei gleichgiiltig, ob die TM M deterministisch oder nichtde-
terministisch ist. Da man jede nichtdeterministische TMdurch deterministische TM
simulieren kann, folgt

£y = {L(M)| M ist eine deterministische TM }
= {L(M)| M ist eine nichtdeterministische TM}.

o Im Gegensatz dazu ist es in Satz 5.7 wesentlich, dass der LBA M eine nichtdeter-
ministische TM ist.

e Bis heute offen ist das

Erste LBA-Problem: Sind deterministische und nichtdeterministische LBAs dquiva-
lent?

e Hingegen ist das ebenfalls 1964 von Kuroda gestellte

Zweite LBA-Problem: Ist die Klasse der durch nichtdeterministische LBAs akzep-
tierbaren Sprachen komplementabgeschlossen?

inzwischen gelost worden, und zwar unabhdngig und etwa zeitgleich 1988 von Neil
Immerman und Robert Szelepcsényi. Aus Satz 5.7 folgt damit, dass die Klasse CS
komplementabgeschlossen ist.

5.3 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt fassen wir einige der bisher erzielten Resultat in iibersichtlicher Tabel-
lenform zusammen. Einige der dabei aufgefiihrten Ergebnisse wurden hier nicht bewiesen,
konnen aber in der einschldgigen Literatur gefunden werden.

Charakterisierungen durch Automaten und Grammatiken

Tabelle 5.3 listet fiir die Klassen der Chomsky-Hierarchie die Beschreibungen durch Gram-
matiken bzw. die entsprechenden Charakterisierungen durch Automaten auf.

Determinismus vs. Nichtdeterminismus

Tabelle 5.4 gibt an, fiir welche Automatenmodelle Determinismus und Nichtdeterminismus
ibereinstimmen.
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reguldre Grammatik

Typ 3 deterministischer endlicher Automat (DFA)
nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA)
reguldrer Ausdruck

deterministisch || LR(1)-Grammatik

kontextfrei deterministischer Kellerautomat (DPDA)
Typ 2 kontextfreie Grammatik
Kellerautomat (PDA)
Typ 1 kontextsensitive Grammatik
linear beschriankter Automat (LBA)
Typ O Typ-0-Grammatik

Turingmaschine (NTM bzw. DTM)

Tabelle 5.3: Charakterisierungen durch Automaten und Grammatiken

Deterministischer | Nichtdeterministischer | dquivalent?
Automat Automat
DFA NFA ja
DPDA PDA nein
DLBA LBA ?
DTM NTM ja

Tabelle 5.4: Determinismus versus Nichtdeterminismus

Abschlusseigenschaften

Tabelle 5.5 gibt einige der betrachteten Abschlusseigenschaften fiir die untersuchten
Sprachklassen an.

| HT}Tp3‘det.kf.\Typ2\T3{pl\T}pr‘

Schnitt ja nein nein ja ja
Vereinigung ja nein ja ja ja
Komplement ja ja nein ja nein
Konkatenation ja nein ja ja ja
Iteration ja nein ja ja ja
Spiegelung ja nein ja ja ja

Tabelle 5.5: Abschlusseigenschaften
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Komplexitit des Wortproblems

Definition 5.10 (Wortproblem) Fiir i € {0,1,2,3} definieren wir das Wortproblem fiir
Typ-i-Grammatiken wie folgt:

Wort; = {(G, z) | G ist Typ-i-Grammatik und x € L(G)}

Tabelle 5.6 gibt die Zeitkomplexitit fiir dieses Problem in den einzelnen Stufen der
Chomsky-Hierarchie an, sofern es entscheidbar ist. Man beachte, dass hierbei wichtig ist,
in welcher Form das Problem gegeben ist.

Typ 3 (DFA gegeben) | lineare Komplexitét

det. kf. lineare Komplexitét

Typ 2 (CNF gegeben) | Komplexitit O(n?) (CYK-Algorithmus)

Typ 1 exponentielle Komplexitit

Typ O unentscheidbar (d.h. algorithmisch nicht 16sbar)

Tabelle 5.6: Komplexitit des Wortproblems gemessen in der Linge des Eingabewortes
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Kapitel 6

Intuitiver Berechenbarkeitsbegriff und
die These von Church

Ziel: Wir suchen Antworten auf die folgenden Fragen:
e Was ist Berechenbarkeit? Wie kann man das intuitiv Berechenbare formal fassen?
e Was ist ein Algorithmus?

e Welche Indizien hat man dafiir, dass ein formaler Algorithmenbegriff tatsdachlich den
Begriff des intuitiv Berechenbaren exakt einfangt?

Intuitiv versteht man unter ,,Berechenbarkeit™ alles, was sich algorithmisch 16sen lésst.
Wir beschriinken uns auf die Berechenbarkeit von Funktionen f : N¥ — N bzw. von
Wortfunktionen f : ¥* — X* Zahlenn € N = {0,1,2,3,...} konnen beispielsweise
durch ihre Binidrdarstellung als Worter iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} dargestellt werden.
Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnen wir mit bin(n) die Bindrdarstellung von n ohne
fiihrende Nullen, z.B. bin(19) = 10011 und bin(5) = 101. Damit kann man durch bin :
N +— {0,1}* in natiirlicher Weise eine Injektion zwischen N und {0, 1}* angeben. Die
Berechenbarkeit z.B. reellwertiger Funktionen wird hier nicht betrachtet.

Definition 6.1 Es sei f : A — B eine Funktion.

e Die Menge A heifit Eingabemenge oder Urbildbereich und die Menge B Ausgabe-
menge oder Bildbereich von f.

e Der Definitionsbereich Dy der Funktion f ist die Teilmenge von A, auf der f definiert
ist.

e Der Wertebereich Wy der Funktion f ist die Menge {f(x) | x € Dy}.

111
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o f ist stets eine partielle Funktion.

o f heifit total, falls sie iiberall auf ihrer Eingabemenge definiert ist, d.h., falls A = Dy
gilt.

Insbesondere ist also jede totale Funktion eine partielle Funktion.

Die Funktion f; : N — N mit f;(n) = n + 1 ist total (und partiell), da Dy, = N.

Die Funktion f, : N2 — N mit fy(n1,ny) = ny div ny ist nicht-total (und partiell), da
Dy, = N* — {(n,0) | n € N}.

Intuitiv sagt man, ein ,,Algorithmus’ ist eine endliche Folge von Befehlen oder An-
weisungen, die eine Eingabe in eine bestimmte Ausgabe in endlich vielen Rechenschritten
transformieren. Das heiBt, ein Algorithmus A berechnet eine Funktion f : N* — N genau
dann, wenn gilt:

1. Fiir alle (ny,no,...,ng) € Dy hilt der Algorithmus A bei Eingabe (n,ng, ..., ny)
nach endlich vielen Schritten mit der Ausgabe f(n,ns, ..., ny) an.

2. Fiir alle (ny,n9,...,n;) ¢ Dy hilt A bei Eingabe (n1,n9,...,n;) nie an (ist al-
so z.B. in einer Endlosschleife). (Alternativ hierzu konnte man verlangen, dass der
Algorithmus zwar hilt, aber die Eingabe verwirft.)

Nur intuitiv zu argumentieren, dass eine bestimmte Funktion f nicht berechenbar ist,
ist unmoglich. Fiir einen solchen Nachweis ist es unabdingbar, dass man den Algorithmen-
begriff im mathematischen Sinne formalisiert und zeigt, dass f durch keinen Algorithmus
dieser formal definierten Klasse berechnet werden kann.

Beispiele von formalisierten Algorithmenklassen, die wir schon kennen, sind:

e Programme in einer fixierten Programmiersprache, z.B. Java;

e endliche Automaten (DFAs bzw. NFAs);

Kellerautomaten (PDAs);

deterministische Kellerautomaten (DPDAs);

linear beschriankte Automaten (LBASs);

e Turingmaschinen (TMs).

Alle diese Modelle konnen so modifiziert werden, dass sie Funktionen berechnen, nicht
Sprachen entscheiden. Beispielsweise gibt es Funktionen, die sich zwar durch Turingma-
schinen, nicht aber durch endliche Automaten berechnen lassen. Hat man eine Algorith-
menklasse fixiert, so tritt das neue Problem auf, festzustellen, ob sie wirklich genau den
Begriff des intuitiv Berechenbaren erfasst. Dies kann nur intuitiv begriindet, nicht aber for-
mal bewiesen werden.
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Beispiel 6.2 Sei 7 = 1415 - - - die Folge der Nachkommaziffern der Zahl m = 3,1415 - - -.
Die Anfangswortrelation und Teilwortrelation wird mit C, bzw. T bezeichnet, siehe Defi-
nition 1.2. Betrachte die folgenden Funktionen und iiberlege, ob sie intuitiv berechenbar
sind oder nicht:

1. Definiere die Funktion f : {0,1,...,9}* — {0, 1} durch

1 fallsnC, 7 =1415---
fn) = { 0 sonst.

Offenbar ist f berechenbar, denn es gibt Naherungsverfahren fiir wr, die nur bis zur
durch die Linge von n vorgegebenen Genauigkeit laufen miissen, also in endlicher
Zeit zum Ergebnis kommen.

2. Definiere die Funktion g : {0,1,...,9}* — {0, 1} durch

|1 fallsnC 7 =1415---
g(n) = { 0 sonst.

Es ist offen, ob g berechenbar ist. Wiire die Zahl 7 so ,zufillig”, dass jede endliche
Ziffernfolge als ein Teilwort in 7 erscheint, dann wire g = 1 (d.h., g(n) = 1 fiir
alle n) und somit berechenbar.

3. Definiere die Funktion h : N — {0, 1} durch

1 fallsin ™ = 1415 - - - mindestens n-mal
h(n) = hintereinander eine 7 vorkommt
0 sonst.

Obwohl wir nicht wissen, ob h(n) = 1 fiir jedes n ist, ist die Funktion h berechenbar!
Begriindung:

Fall 1: Es gibt in 7 beliebig lange Blocke 77 - - - 7. Dann ist h(n) = 1 fiir alle n
und h somit berechenbar.

Fall 2: Es gibt ein ng, so dass in 7 Blocke der Form 77 - - - 7 bis zur Léinge n,
vorkommen, aber keine der Linge ng + 1. Dann gilt

| 1 fallsn <ny
h(n) = { 0 sonst.

Folglich ist h berechenbar, auch wenn wir ng nicht kennen und nicht wissen,
welcher Fall vorliegt.
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Das heifst, ,,Berechenbarkeit” ist nicht-konstruktiv definiert: Es geniigt, die Existenz
eines Algorithmus fiir h zu beweisen; wir miissen ihn nicht explizit angeben konnen.

4. Definiere die Funktion i : N — {0, 1} durch

i(n) = 1 falls das 1. LBA Problem eine positive Losung hat
1 0 sonst.

Die Funktion 1 ist berechenbar, auch wenn wir das 1. LBA Problem derzeit nicht
losen konnen. Denn entweder ist 1 = 1 oder 1 = 0, und beide konstante Funktionen
sind selbstverstindlich berechenbar.

Im ersten Beispiel oben ordneten wir der reellen Zahl 7 die Funktion f = f, zu. Dies
kann man entsprechend fiir jede reelle Zahl r tun und erhélt so die Funktion f,. Ist f,. fiir
jede reelle Zahl r berechenbar?

Nein! Denn:

e Die Menge R der reellen Zahlen ist iiberabzihlbar. Genauso ist die Menge [0, 1) der
reellen Zahlen im Intervall von 0 bis 1 iiberabzéhlbar.

e Sind r und 7’ reelle Zahlen in [0, 1) mit  # 7/, so gilt f. # f,». Somit haben f, und
fr verschiedene Berechnungsalgorithmen.

e Die Menge aller Algorithmen (egal in welcher fest gewihlten Formalisierung) ist
aber nur abzihlbar unendlich, da sich ein jeder Algorithmus durch einen endlichen
Text beschreiben lassen muss.

Es sind seit den 30er Jahren des 20. Jahrhunderts eine Reihe von Formalisierungen des
Algorithmenbegriffs vorgeschlagen worden, beispielsweise:

e die Turing-Berechenbarkeit von Turing;

e der A-Kalkiil von Church und Rosser;

die Markov-Berechenbarkeit von Markov;

der Gleichungskalkiil von Godel und Herbrand;

die partiell rekursiven Funktionen von Kleene,

weitere Formalisierungen von Post und anderen.

Da sich all diese formalen Algorithmenbegriffe als dquivalent herausgestellt haben (sie-
he den Hauptsatz der Berechenbarkeitstheorie, Satz 9.12), nimmt man dies als ein starkes
Indiz dafiir, dass jeder einzelne dieser Begriffe tatsdchlich exakt den intuitiven Berechen-
barkeitsbegiff charakterisiert. Diese Behauptung ist bekannt als die These von Church.
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These 6.3 (Churchsche These) Die durch die formale Definition
1. der Turing-Berechenbarkeit,
2. der WHILE-Berechenbarkeit,
3. der GOTO-Berechenbarkeit,
4. der p-Rekursivitdt,
5. der Markov-Berechenbarkeit,
6. des \-Kalkiils
7. und einer Reihe von anderen Formalisierungen des Algorithmenbegriffs

beschriebenen Klassen von Funktionen stimmen jeweils genau mit der Klasse der im intui-
tiven Sinne berechenbaren Funktionen iiberein.

Die These ist natiirlich unmoglich zu beweisen, da der intuitive Begriff der Berechen-
barkeit nicht formal definierbar ist. Die These ist allgemein akzeptiert.

Einige dieser Formalisierungen des Algorithmenbegriffs werden wir im Weiteren ken-
nenlernen.
Historischer Kontext:

e um 1880: Georg Cantor begriindet seine axiomatische Mengentheorie.

e 1900: David Hilbert unternimmt den Versuch, die gesamte Mathematik auf ein ein-
heitliches axiomatisches Fundament zu stellen. Forschungsprogramm:

— Vollstindigkeit der Mathematik.
— Widerspruchsfreiheit der Mathematik.
e 1901: Bertrand Russells Paradoxon: ,Enthilt die Menge R = {X | X ¢ X} sich

selbst als Element?* verursacht zunéchst viel Verwirrung, trigt aber dann dazu bei,
die Axiome der Mengentheorie korrekt zu formulieren.

e 1902: Gottlieb Frege veroffentlicht sein einflussreiches Werk ,,Grundgesetze der Arith-
metik®.

e 1931: Kurt Godels Unvollstindigkeitssitze beschiftigen sich ebenfalls mit dem Be-
griff des mathematischen Beweises und mit den Grundlagen der Logik. Sinngemaf
und informal sagen sie das Folgende.
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1. Satz: Wenn die axiomatische Mengentheorie widerspruchsfrei ist, dann gibt es in

ihr Sitze, die innerhalb der Theorie weder bewiesen noch widerlegt werden konnen.
Das heifit, die Widerspruchsfreiheit (Konsistenz) einer Theorie impliziert ihre Un-
vollstidndigkeit. In diesem Sinne ist jede hinreichend ausdrucksstarke Theorie un-
vollstindig.

2. Satz: Es gibt kein konstruktives Verfahren, das die Konsistenz einer axiomatischen
Theorie beweisen konnte.

Dies zeigt, dass Hilberts Programm scheitern muss.

1936: Alan Turing kniipft an Godels Arbeit an und fragt nach der algorithmischen
Entscheidbarkeit von Problemen. Er fiihrt dazu das grundlegende Modell der Tu-
ringmaschine ein, das nach der Churchschen These genau das intuitiv Berechenbare
erfasst.



Kapitel 7

Turing-Berechenbarkeit

Bisher wurden Turingmaschinen als Akzeptoren definiert. Nun wollen wir Turingmaschi-
nen als Maschinen zur Berechnung von Funktionen auffassen.

Definition 7.1 (Turing-Berechenbarkeit) Eine Funktion f : N* — N heif3t Turing-be-
rechenbar, falls es eine deterministische Turingmaschine M = (3,1, Z, 6, zo, O, F') gibt,
so dass fiir alle ny,ns, ..., ng,m e N:

f(ni,ne,...,ng) =m <= zobin(ny)#bin(ng)# - - - #bin(ny) 4, zbin(m)

fiirein z € F. Falls f(nq,no, ...
fe.

Beispiel 7.2 (Turing-Berechenbarkeit)

, ) nicht definiert ist, liuft M in eine unendliche Schlei-

1. Die (total definierte) Nachfolgerfunktion f : N — N mit f : n — n + 1 ist Turing-
berechenbar.

Eine Turingmaschine, die f berechnet, ist definiert durch
M = <{07 1}’ {07 17 D}v {ZO7 21, %2, Ze}a 57 20, Da {Ze})7

wobei die Liste der Turingbefehle gemdify der Uberfiihrungsfunktion & in Tabelle 7.1
angegeben ist.

(20, 0) — (Z(), 0, R) (Zl, O) — (ZQ, 1, L) (227 0) — (2’27 0, L)
(ZQ, 1) — (ZQ, 1, R) (21, 1) — (21, O, L) (2’2, 1) — (2’2, 1, L)
(20,0) = (21,0,L) | (21,0) = (26, 1, N) | (22,0) — (2,0, R)
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Tabelle 7.1: Liste 6 der Turingbefehle von M fiir die Funktion f(n) =n + 1
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| Z || Bedeutung | Absicht |
2o || Anfangszustand | gehe bis zum Wortende und wechsle in Zustand z;
z1 || addiere 1 mache eine 0 zu 1 bzw. alle 1en zu Oen
z5 || nach links laufen | gehe an den Wortanfang und wechsle in Zustand z.
Z. || Endzustand Akzeptieren

Tabelle 7.2: Interpretation der Zustinde von M

Tabelle 7.2 gibt die Bedeutung der einzelnen Zustinde von M sowie die mit den
einzelnen Zustdnden verbundene Absicht an.

Fiir n = 5 ergibt sich:
20101 12,01

l_M 10201
Far 10120
|_M 10211
Far 12,00
Far 22110
l_M ZQDllO
l_M 26110

Fiir n = 3 ergibt sich:
Zol]_ l_M 12’0]_
l_M 1120|:\
l_M 1211
l_M 2110
|_M 21D00
Far 2100

2. Die (total definierte) Funktion div, : N — N mit divy(n) = | 5] ist Turing-berechen-
bar
Idee: Falls n > 2, letzte Ziffer in bin(n) ldschen.
Fiir n = 0 ist nichts zu tun, fiir n = 1 muss eine 0 aufs Band geschrieben werden.

Eine Turingmaschine, die div, berechnet, ist definiert durch

M = ({07 1}7 {07 ]'7 D}J {Z(]? Z1, %2, 23, 24, Z5, Ze}? 67 20, D7 {Ze})a
wobei die Liste der Turingbefehle gemdif3 der Uberfiihrungsfunktion § in Tabelle 7.3
angegeben ist.

Tabelle 7.4 gibt die Bedeutung der einzelnen Zustinde von M sowie die mit den
einzelnen Zustinden verbundene Absicht an.
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(20,0) = (26,0, N) | (21,0
1

)
(20,1) = (21,1, R) | (21, ) | (22,1) = (2,0,N)

O, L)
(23,0) — (23,0, R) z5,0,L) | (25,0) — (25,0, L)
(2371) = (Z3717R> (2471 O L) (Z571> = (Z5717L>
(23,0) — (24,0,L) (z5,0) — (2,0, R)

Tabelle 7.3: Liste 0 der Turingbefehle von M fiir die Funktion divy = [ % |

’ Z H Bedeutung \ Absicht ‘
2o || Anfangszustand falls Eingabe = 0, dann wechsle in z., sonst in 2;
z1 || Eingabe = 1 testen falls Eingabe = 1, dann wechsle in z5, sonst in 23
25 || Eingabe 1 zu 0 machen | (hier konnte nichts geloscht werden)
z3 || nach rechts laufen Wortende suchen und in z; wechseln
z4 || letztes Zeichen 16schen | letztes Zeichen durch O ersetzen und in z5 wechseln
z5 || nach links laufen Wortanfang suchen und in z, wechseln
Z. || Endzustand Akzeptieren

Tabelle 7.4: Interpretation der Zustidnde von M

Fiir n = 0 ergibt sich:

ZQO l_M Zeo

Fiir n = 1 ergibt sich:

201 l_M 121|:|
l_M ZQ].

Fiir n = 2 ergibt sich:

2010 Fp 12,00
l_]VI 1023D
|_M 1Z40
l_M Z51|:|
l_M Z5|:|1
l_M Zel
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Fiir n = 5 ergibt sich:

12,01
10231
101230
102}41
12500
2510
25010
210

3. Die (partiell definierte) Funktion f : N — Nmit f : n — n — 1 ist Turing-

berechenbar: (s. Ubungen)

Fiir Wortfunktionen f : ¥* — »* definiert man den Begriff der Turing-Berechenbarkeit

wie folgt.

Definition 7.3 (Turing-Berechenbarkeit) Eine Funktion f : X* — X* heifit Turing-be-
rechenbar, falls es eine deterministische Turingmaschine M = (3,1, Z, 0, zy, 0, F') gibt,

so dass fiir alle x,y € X*:

f(z) =y < zpx b}, 2y fiirein z € F.
Falls f(x) nicht definiert ist, dann liiuft M in eine unendliche Schleife.

Beispiel 7.4 (Turing-Berechenbarkeit) Die Wortfunktion FIRSTy, : X* — X* aus Defini-
tion 4.11 ist fiir jedes feste k Turing-berechenbar. (s. Ubungen)



Kapitel 8

LOOP-, WHILE- und
GOTO-Berechenbarkeit

8.1 LOOP-Berechenbarkeit

Im Gegensatz zu Turingmaschinen, wo die Formalisierung eines intuitiven Berechenbar-
keitsbegriffes zugrunde liegt, werden wir im Folgenden Konzepte von prozeduralen Pro-
grammiersprachen kennenlernen. Als erste einfache Programmiersprache betrachten wir
LOOP.

Definition 8.1 (Syntax von LOOP-Programmen) LOOP-Programme bestehen aus:

e Variablen: xo,x1, 19,23, ...

Konstanten: 0,1,2,3, ...

Trennsymbolen: ; und :=

e Operationen: + und —

Befehlen: LOOP, DO, END

Wir definieren die Syntax von LOOP-Programmen induktiv wie folgt:
1. z; == xj+c x; = xvj—cund x; = c, fiir Konstanten c € N, sind LOOP-Programme.
2. Falls P, und P, LOOP-Programme sind, so ist auch Py; P, ein LOOP-Programm.

3. Falls P ein LOOP-Programm ist, so ist auch

LOOP z; DO P END

121
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ein LOOP-Programm. Dabei darfin der LOOP-Anweisung die Wiederholvariable x;
nicht im Schleifenkorper P vorkommen.

Um die Semantik von LOOP-Programmen zu beschreiben, stellen wir uns die Werte
der Variablen in Registern gespeichert vor. Abstraktion: Es gibt unendlich viele Register
unendlicher Kapazitit, d.h., beliebig groBBe Zahlen konnen in einem Register gespeichert
werden.

Definition 8.2 (Semantik von LOOP-Programmen) [In einem LOOP-Programm, das ei-
ne k-stellige Funktion f berechnen soll, gehen wir davon aus, dass dieses mit den Start-
wertenny, . ..,n, € Ninden Variablen z1, . ..,z (und 0 in den restlichen) gestartet wird.

1. Die Zuweisungen x; = x; + ¢ und x; = c werden wie iiblich interpretiert. In
x; = x; — cwird x; auf 0 gesetzt, falls ¢ > x; ist.

2. Das Programm Py; P, wird so interpretiert, dass zuerst Py und dann P, ausgefiihrt
wird.

3. Das Programm P in
LOOP x; DO P END
wird so oft ausgefiihrt, wie der Wert der Variablen x; zu Beginn angibt. Da x; nicht

in P vorkommen darf, steht die Anzahl der Iterationen vor der ersten Ausfiihrung der
Schleife fest.

Definition 8.3 (LOOP-Berechenbarkeit) Eine Funktion f : N¥ — N heifst LOOP-be-

rechenbar, falls es ein LOOP-Programm P gibt, das gestartet mit ny, . .., ny in den Varia-
blen x1,...,xy (und 0 in den restlichen) stoppt mit dem Wert f(ny,...,ny) in der Varia-
blen x.

Bemerkung 8.4

e Die Anweisung
IF z; = 0 THEN P ELSE P’ END

ldsst sich wie folgt mit dem obigen Befehlssatz ausdriicken:

To =1, 13 :=1;

LOOP x1 DO x5 := 0 END;
LOOP x5 DO P; x5 := 0 END;
LOOP x5 DO P/ END
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o Die Anweisung
IF z; = ¢ THEN P ELSE P’ END

lisst sich dhnlich mit LOOP-Befehlen ausdriicken (s. Ubungen).
e Es ist nicht moglich, mit einem LOOP-Programm unendliche Schleifen zu program-

mieren. Das heift, jedes LOOP-Programm stoppt nach endlich vielen Schritten. So-
mit sind LOOP-berechenbare Funktionen stets total.

e Da es nicht totale, aber intuitiv berechenbare Funktionen gibt, z.B. f : N? — N mit
f(n1,n2) = ny div ny, kann die Menge der LOOP-berechenbaren Funktionen nicht
die Menge aller intuitiv berechenbaren Funktionen umfassen.

o Es gibt sogar total definierte Funktionen, die zwar intuitiv berechenbar, aber nicht
LOOP-berechenbar sind (z.B. die so genannte Ackermann-Funktion, s. Beispiel 9.7).

Beispiel 8.5 (LOOP-Berechenbarkeit)

1. Die Addition f : N> — N mit f(ny,ny) = ny + ny ist LOOP-berechenbar:
Idee: Berechneni +no=n1+1+1+4+ ...+ 1
—_——

n2

To:=x1 +0;
LOOP x5 DO

To:=To+ 1

END

2. Die Multiplikation f : N> — N mit f(n1,n2) = nq - ng ist LOOP-berechenbar:

Idee: Berechne ny -ny = 0 + n+n+...+ng

~~
n2

ro = 0;
LOOP x5 DO
To =Ty + T
END

Dabei wird xo = xy + x1 durch ein Unterprogramm gemdpf3 (1) berechnet, d.h., hier
entstehen zwei ineinander geschachtelte LOOP-Schleifen.
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8.2 WHILE-Berechenbarkeit

Wir erweitern LOOP-Programme um eine WHILE-Schleife und nennen die so definierba-
ren Programmme WHILE-Programme.

Definition 8.6 (Syntax von WHILE-Programmen) WHILE-Programme sind wie folgt de-
finiert:

1. Jedes LOOP-Programm ist ein WHILE-Programm.

2. Falls P ein WHILE-Programm ist, so ist auch

WHILE z; # 0 DO P END

ein WHILE-Programm.

3. Falls P, und P, WHILE-Programme sind, so ist auch Py; P, ein WHILE-Programm.

Zur Definition der Semantik von WHILE-Programmen verweisen wir auf Definition 8.2
und geben hier die Semantik der WHILE-Schleife an.

Definition 8.7 (Semantik von WHILE-Programmen) 1. Die Semantik von LOOP-Pro-
grammen wurde bereits in Definition 8.2 definiert.

2. Das Programm P in einer WHILE-Anweisung wird wiederholt, solange der Wert von
x; ungleich 0 ist.

Bemerkung 8.8 Offensichtlich kann man
LOOP x; DO P END

durch

Ty 1= Ty -+ O,'
WHILE z; # 0DO x; := x; — 1; P END

simulieren. Somit kann man in WHILE-Programmen auf LOOP-Schleifen verzichten.

Definition 8.9 (WHILE-Berechenbarkeit) Eine Funktion f : N* — N hei3t WHILE-

berechenbar, falls es ein WHILE-Programm P gibt, das gestartet mit ny,...,ny in den
Variablen x1, ...,z (und O in den restlichen) stoppt mit dem Wert f(ny,...,ny) in der
Variablen xo — sofern f(na,...,ny) definiert ist, andernfalls stoppt P nicht.

Korollar 8.10 Jede LOOP-berechenbare Funktion f : N* — N ist WHILE-berechenbar.
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Beispiel 8.11 (WHILE-Berechenbarkeit)

1. Die Potenz f : N — N mit f(n) = 2" ist WHILE-berechenbar.
Idee: Berechne 2" =1-2-2-...-2,
—

n

To = 1;

WHILE 27 # 0 DO
Xo = o + o,
r1:=x1—1

END

2. Das WHILE-Programm

T3 =11 — 4

WHILE 23 # 0 DO x1 := x1 + 1 END;
LOOP 1 DO xg := xg + 1 END;
LOOP 9 DO xg := xg + 1 END

berechnet die Funktion f : N> — N mit

[ ni+ny  fallsng <4
f(ni,ng) = { undefiniert sonst.

Die Funktion [ ist aber nicht LOOP-berechenbar, da f nicht total ist. Es gibt also
WHILE-berechenbare Funktionen, die nicht LOOP-berechenbar sind.

Satz 8.12 Jedes WHILE-Programm kann durch eine Turingmaschine simuliert werden,
d.h., jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar. ohne Beweis

8.3 GOTO-Berechenbarkeit

Definition 8.13 (Syntax von GOTO-Programmen) GOTO-Programme bestehen aus Fol-
gen von markierten Anweisungen:

My : Ay My Ag; ooy My, 2 A
Anweisungen A; diirfen dabei sein:

o Zuweisung: x; := x; + ¢, x; 1= x; — c und x; := ¢, fiir Konstanten c € N
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e unbedingter Sprung: GOTO M,
e bedingter Sprung: IF x; = ¢ THEN GOTO M,
o Abbruchanweisung: HALT
Definition 8.14 (Semantik von GOTO-Programmen)
o Mit der GOTO Anweisung springt man zu der Anweisung mit der angegebenen Marke.

e Die HALT Anweisung beendet ein GOTO Programm, d.h., die letzte Anweisung sollte
entweder GOTO oder HALT sein.

Bemerkung 8.15 GOTO-Programme konnen auch unendliche Schleifen enthalten, z.B.:
M1 : GOTO M1

Definition 8.16 (GOTO-Berechenbarkeit) Eine Funktion f : N* — N heifst GOTO-be-

rechenbar, falls es ein GOTO-Programm P gibt, das gestartet mit n, . .., ny in den Varia-
blenxy, ..., xy (und 0 in den restlichen) stoppt mit dem Wert f(n1, ..., ny) in der Variablen
xo — sofern f(ny,...,ng) definiert ist, andernfalls stoppt P nicht.

Beispiel 8.17 (GOTO-Berechenbarkeit)

1. Die Addition f : N> — N mit f(ny,ns) = ny + ny ist GOTO-berechenbar:
Idee: Berechnen; +ny=n1+1+1+...+ 1
—_—

n2

M, : zg:=x1+0;

MQ . IF 29 = 0 THEN GOTO MG;
Ms : xg:=x9+1;

M4 L Xy = Xy — 1,’

Ms; : GOTO My,

Mg : HALT;

2. Die Multiplikation f : N* — N mit f(ny,ny) = ny - ny ist GOTO-berechenbar (s.
Ubungen).

Satz 8.18 Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden,
d.h., jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch GOTO-berechenbar.

Beweis. Wir simulieren die Schleife
WHILE z; # 0 DO P END
durch



Theoretische Informatik - Sommersemester 2019 127

M, : IFax; =0THEN GOTO Ms;
P;

. GOTO Ml;

M

Satz 8.19 Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm mit einer WHILE-
Schleife simuliert werden, d.h., jede GOTO-berechenbare Funktion ist auch WHILE-be-
rechenbar.

Beweis. Wir betrachten das GOTO-Programm P:
My : Ay, My : Ay ooy My 2 Ay

Wir simulieren P durch folgendes WHILE-Programm mit einer zusitzlichen Variablen
Zsprung ZUr Simulation der Sprungmarken:

TSprung = 1,
WHILE ZSprung 7 0 DO
IF Zsprung = 1 THEN B; END;

IF ZSprung = k THEN By END
END

Dabei ist B;, 1 <1 < k, wie folgt definiert:

A5 Zsprung = Tsprung + 1 falls A; eine Zuweisung ist
ZTSprung ‘= N falls A; = GOTO M, ist
B, = IF x; = ¢ THEN Zgprung := 1
ELSE ZSprung := Tsprung + 1 END  falls A; = IF x; = ¢ THEN GOTO M, ist
ZSprung ‘= 0 falls A; = HALT ist

Die Anweisung IF z = ¢ THEN P ELSE P’ END kann nach Bemerkung 8.4 durch
LOOP-Schleifen und somit auch durch WHILE-Schleifen simuliert werden. |

Korollar 8.20 (Kleenesche Normalform fiir WHILE-Programme) Jede WHILE-berech-
enbare Funktion f : N¥ — N kann durch ein WHILE-Programm mit nur einer WHILE-
Schleife (und mehreren IF-THEN-ELSE-Anweisungen) berechnet werden.
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Beweis. Es sei P ein beliebiges WHILE-Programm, das eine Funktion f berechnet. Nach
Satz 8.18 gibt es ein GOTO-Programm P’, das f berechnet. Nach Satz 8.19 gibt es ein
WHILE-Programm P” mit nur einer WHILE-Schleife und mehreren IF-THEN-ELSE-

Anweisungen, das f berechnet. |

Satz 8.21 Jede Turingmaschine kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden, d.h.,
jede Turing-berechenbare Funktion ist auch GOTO-berechenbar. ohne Beweis

Bemerkung 8.22

o Aus Korollar 8.10 und den Siitzen 8.12, 8.19, 8.18, 8.21 folgen die in der Abbildung
darstellten Beziehungen zwischen den Mengen der Turing-, WHILE-, GOTO- und

LOOP-berechenbaren Funktionen.

GOTO-berechenbar =
WHILE-berechenbar =

Turing-berechenbar

LOOP-berechenbar

Abbildung 8.1: Beziehung zwischen den Mengen der Turing-, WHILE-, GOTO- und
LOOP-berechenbaren Funktionen

o Es gibt WHILE-berechenbare Funktionen, die nicht LOOP-berechenbar sind (z.B.
die Ackermann-Funktion, s. Beispiel 9.7).



Kapitel 9

Primitiv rekursive und partiell rekursive
Funktionen

9.1 Primitiv rekursive Funktionen

Die Einfiihrung der primitiven Rekursivitidt war, historisch gesehen, ein erster (und erfolg-
loser) Versuch, den Begriff der ,,Berechenbarkeit* (oft synonym mit ,,Rekursivitit* verwen-
det) zu definieren. Erfolglos deshalb, weil die primitive Rekursion offensichtlich unterhalb
dessen bleibt, was man intuitiv unter ,,berechenbar* versteht. Dennoch ist es ein wichtiger
Ausgangspunkt.

Man beginnt mit einfachsten Basisfunktionen und gibt Prinzipien an, wie aus die-
sen neue, kompliziertere (,,zusammengesetzte”) Funktionen konstruiert werden konnen.
Da diese Prinzipien rekursiver Natur und die Basisfunktionen (intuitiv) berechenbar sind,
miissen die so konstruierten komplizierteren Funktionen ebenfalls berechenbar sein. Die
Hoffnung, auf diese Art irgendwann alles Berechenbare zu erfassen, hat sich allerdings
nicht nur nicht bestitigt, sondern kann sogar widerlegt werden.

Definition 9.1 (Primitiv rekursive Funktionen) Die Klasse Pr der primitiv rekursiven
Funktionen ist induktiv so definiert:

(1) Induktionsbasis:

(1a) Alle konstanten Funktionen (wie etwa die einstelligen konstanten Funktionen
c €40,1,2,...}, ¢ : N = N mit ¢(n) = c fiir alle n € N) sind primitiv

rekursiv.

(1b) Die Nachfolgerfunktion s : N — N, definiert durch s(n) = n + 1, ist primitiv
rekursiv.

(1c) Alle Identititen (Projektionen) id;' : N™ — N, m > 0, k < m, definiert durch
id*(ny,ng, . .., Ny) = ny, sind primitiv rekursiv.
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(2) Induktionsschritt:

(2a) Substitution (Komposition von Funktionen): Sind die Funktionen f : N* —
Nund g1,92,...,9r : N™ — N fiir k,m € N in IPr, so ist auch die Funktion
h : N™ — N in Pr, die definiert ist durch

h(ny,ng, ... .nm) = f(g1(n,ne, ... ;nm), ga(na,nay ooy, - ooy ge(na, Moy ooy M)

(2b) Primitive Rekursion: Sind die Funktionen g und h in Pr, wobei g : N™ — N
und h : N™*2 — N fiir m € N, so ist auch die Funktion f : N™*' — N in Pr,
die rekursiv definiert ist durch

f(owrhx%"‘?xm) = g(xhx%"‘?xm)
fn+1z,29,...,20) = hn, f(n,z,29,...,Tn), T1,Ta, ..., Ty).
Dabei ist n die Rekursionsvariable, und die x1, xs, . . ., x,, heiflen Parameter.

Anders gesagt ist die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen also der Abschluss der
in (1a), (1b) und (Ic) definierten Basisfunktionen unter den in (2a) und (2b) definierten
Operationen der Substitution und der primitiven Rekursion (die Funktionen in Funktio-
nen iiberfiihren). Da die Basisfunktionen total und berechenbar (vorerst noch im intuitiven
Sinne) sind und da das Normalschema der Substitution (2a) und das Normalschema der pri-
mitiven Rekursion (2b) sowohl die Totalitét als auch die Berechenbarkeit von Funktionen
erhalten, ist jede primitiv rekursive Funktion automatisch total und berechenbar.

Beispiel 9.2 (Primitiv rekursive Funktionen)

Addition Die Additionsfunktion add : N> — N, die durch add(x,y) = x + y definiert ist,
ist primitiv rekursiv, denn mit dem Normalschema der primitiven Rekursion ldsst sie
sich wie folgt beschreiben:

add(0, z) = = idj()
add(n +1,z) = s(add(n,z)) = s(id3(n,add(n,z),x))

Die identische Funktion id} entspricht dabei der Funktion g aus obiger Definition 9.1
(2b) und die Funktion s o idg entspricht dabei der Funktion h.

Der Rekursionsanfang beruht auf der Tatsache, dass v + 0 = x fiir alle x € N gilt,
und der Rekursionsschritt bedeutet x + (n + 1) = (x + n) + 1. Also ist add € Pr.

Multiplikation Die Multiplikationsfunktion mult : N*> — N, definiert durch mult(x,y) =
x -y, ist primitiv rekursiv, denn mit dem Normalschema der primitiven Rekursion
ldisst sie sich wie folgt beschreiben:

mult(0, x) = 0
mult(n + 1,2) = add(mult(n,z),x)
= f'(n,mult(n,x),z),
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wobei f'(a,b,c) = add(id3(a, b, ¢),id3(a, b, ¢)). Die konstante Funktion 0 entspricht
dabei der Funktion g aus obiger Definition 9.1 (2b) und die Funktion f' entspricht
dabei der Funktion h.

Die Funktion add ist primitiv rekursiv nach dem ersten Beispiel. Nach dem Nor-
malschema der Substiution 9.1 (2a) ist die Funktion f' somit primitiv rekursiv. Der
Rekursionsanfang beruht auf der Tatsache, dass x - 0 = 0 fiir alle v € N gilt, und
der Rekursionsschritt bedeutet x - (n + 1) = x - n + x. Also ist mult eine primitiv
rekursive Funktion.

Exponentialfunktion Die Exponentialfunktion exp : N> — N ist durch exp(y,x) = x¥
definiert, wobei wir in Abweichung vom mathematischen Standard x° = 1 auch fiir
x = 0 setzen, um die Totalitit der Funktion zu erreichen. Diese Funktion ist primitiv
rekursiv, denn mit dem Normalschema der primitiven Rekursion ldsst sie sich wie
folgt beschreiben:

exp(0, x) =1
exp(n +1,z) = mult(exp(n,z),z)
= [f(n,exp(n,z), ),

wobei f'(a,b, c) = mult(id}(a, b, c),ids(a, b, ¢)). Die konstante Funktion 1 entspricht
dabei der Funktion g aus obiger Definition 9.1 (2b) und die Funktion f' entspricht
dabei der Funktion h.

Die Funktion mult ist primitiv rekursiv nach dem zweiten Beispiel. Nach dem Nor-
malschem der Substitution 9.1 (2a) ist die Funktion f' somit primitiv rekursiv. Der
Rekursionsanfang beruht auf der Tatsache, dass x° = 1 fiir alle x € N gilt, und
der Rekursionsschritt bedeutet "1 = x™ - x. Also ist exp eine primitiv rekursive
Funktion.

Fakultat Die Fakultdtsfunktion fa : N — N ist definiert durch

(1 fallsz =0
fa(ac)—{ 1-2-...-2 fallsz > 1.

Diese Funktion ist primitiv rekursiv, denn mit dem Normalschema der primitiven
Rekursion ldsst sie sich wie folgt beschreiben:

fa(0) =1
fa(n +1) = mult(fa(n), s(n))
= [f'(n,fa(n)),
wobei f'(a,b) = mult(id3(a,b), s(id*(a, b))). Die konstante Funktion 1 entspricht
dabei der Funktion g aus obiger Definition 9.1 (2b) und die Funktion f' entspricht
dabei der Funktion h.
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Die Funktion mult ist primitiv rekursiv nach dem zweiten Beispiel. Nach dem Nor-
malschema der Substitution 9.1 (2a) ist die Funktion f' somit primitv rekursiv. Der
Rekursionsanfang beruht auf der Tatsache, dass fa(0) = 1 gilt, und der Rekursions-
schritt bedeutet (x 4+ 1)! = z! - (z + 1). Also ist fa eine primitiv rekursive Funktion.

Die folgenden Funktionen sind ebenfalls primitv rekursiv:

Vorgingerfunktion Die Vorgdngerfunktion V : N — N ist definiert durch

] 0 falls x =0
Viz) = { x—1 fallsx > 1.

modifizierte Differenz Die modifizierte Differenz md : N?> — N ist definiert durch

0 falls x <y

md(z,y) = r—y = { x—y falsz>y.

Abstand Die Abstandsfunktion A : N> — N ist definiert durch

rx—y fallsy <x
y—ax fallsx <wy.

At = o =l = {

Signumfunktion Die Signumfunktion S : N — N ist definiert durch

0 fallsz =0
S(@) = { 1 fallsx > 1.

Satz 9.3 (Dedekindscher Rechtfertigungssatz) Es seien fiir m > 0 die Funktionen g :
N™ — Nund h : N"*2 — N gegeben. Dann existiert genau eine Funktion f : N™*!1 N,
die Losung des Normalschemas der primitiven Rekursion (2b) in Definition 9.1) ist. ohne Beweis

Da jede primitiv rekursive Funktion total ist, es aber natiirlich nicht-totale Funktionen
gibt, die (im intuitiven Sinne) berechenbar sind (z.B. f : N> — N, f(ny, ny) = n; div ny),
umfasst die Klasse IPr trivialerweise nicht alles intuitiv Berechenbare.

Satz 9.4 Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen stimmt mit der Klasse der LOOP-
berechenbaren Funktionen iiberein. ohne Beweis
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9.2 Die Ackermann-Funktion

Interessanter ist die Frage, ob es fotale berechenbare Funktionen gibt, die aber au3erhalb
von PPr liegen. Auch hier ist die Antwort positiv. Um dies zu beweisen, brauchen wir als
technische Vorbereitung die so genannte Gdodelisierung von IPr.

Eine solche Godelisierung, auch Godelsches Worterbuch genannt, lédsst sich analog fiir
jede Klasse von Maschinen (TMs, PDAs, NFAs usw.) angeben, die eine syntaktische Be-
schreibung bzw. Formalisierung bestimmter Klassen von Algorithmen liefern.

Wir suchen eine Funktion G : PPr — N, wobei N = X* oder N die Menge der
natiirlichen Zahlen ist und

e (5 injektiv und berechenbar,

e die Bildmenge G'[Pr| ,,algorithmisch entscheidbar (formale Definition kommt spéter)
und

e die Umkehrfunktion von (G berechenbar ist.

IPr steht hier fiir die Menge aller primitiv rekursiven Funktionsdefinitionen.

Godelisierung von Pr:

1. Uber dem Alphabet
2:{x7‘7(7)7[7]777;7*7S7O7id7SUB7PR}
lassen sich die Funktionen in IPr wie folgt darstellen:

e Variablen: z;, 7, ..., z;,... werden reprisentiert durch x|, z||,...,z || ---|,...
——
i-mal
e Trennsymbole: () [], ; *

e Basisfunktionen: s und 0. Mit diesen beiden Funktionen ldsst sich jede kon-
stante Funktion ¢ € {0,1,2,...} darstellen. Zum Beispiel ist G(2) = s(s(0)).
Wir haben auch G(s) = s.

e Identitiiten: id)’ wird dargestellt alsid || ---|*]||---].
—— ——

m-mal k-mal
e Substitutionen: Werden die Funktionen gy, go, . . ., gx : N — N in die Funk-
tion f : N¥ — N substituiert, so wird die resultierende Funktion 4 : N™ — N

dargestellt als
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e Primitive Rekursion: Ergibt sich die Funktion f : N™*! — Naus g : N — N
und A : N™*2 — N durch primitive Rekursion, so stellen wir f dar als

G(f) = PR[G(Q)a G(h)](G(xl)a G('I'Q)v S 7G<xm+1))'

Jedes f € IPrlasst sich als ein Wort iiber dem Alphabet 3. darstellen. Beispielsweise
kann man die Additionsfunktion add : N?> — N aus Beispiel 9.2 so als ein Wort iiber
Y. darstellen.

Beispiel 9.5 Betrachte

add(0,7) = idj(x)
add(n +1,2) = h(n,add(n,x),x)

mit h(n,y, z) = s(id3(n,y, 2)). Dann erhalten wir:

G(add) = PRid|« |, SUB|s;id|[| « [[](z|, z[[, z[|)](x], z{]).

Umgekehrt ist nicht jedes Wort w € X* eine syntaktisch korrekte Funktion in IPr.

Legen wir eine lineare Ordnung der Symbole in X fest, ergibt sich eine quasilexiko-
graphische Ordnung aller Worter in >*. Entfernen wir alle syntaktisch inkorrekten
Worter, so erhalten wir die Godelisierung von [Pr:

¢07w17w27 s

Jedes f € IPr hat unendlich viele Godelnummern, d.h., es gibt unendlich viele verschiedene
1 € N, so dass f = 1);. Beispielsweise gilt:

f=f+0=f+0+0="---,

und alle diese Funktionen sind syntaktisch verschieden und haben daher verschiedene
Godelnummern.

Wichtige Eigenschaften der Godelisierung:

1. Es gibt ein algorithmisches Verfahren, das zu gegebener Godelnummer 7 die Funk-

tion 1); (besser: das Wort, das diese Funktion beschreibt) bestimmit.

2. Es gibt ein algorithmisches Verfahren, das zu gegebenem Wort w € X* feststellt,

ob w eine syntaktisch korrekte Funktion aus IPr beschreibt, und wenn ja, die Nr. ¢
bestimmt, so dass ; = w.
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(Man braucht nimlich nur entsprechend obiger Vorschrift das Godelsche Worterbuch bis
zur gegebenen Nr. ¢ bzw. bis zum gegebenen Wort w aufzubauen.)

Satz 9.6 Es gibt eine totale, (intuitiv) berechenbare Funktion f mit f ¢ IPr.

Beweis. Sei 1), 11,1, ... eine Godelisierung aller einstelligen Funktionen in IPr. Setze
f(2) = () + 1. Aus der Annahme, dass f € IPr ist, folgt, dass f = 1); fiir ein festes j
gilt. Daraus ergibt sich der Widerspruch: ¢;(j) = f(j) = ¢,(j) + 1. |

Nun geben wir ein konkretes ,,natiirliches Beispiel fiir eine totale, (intuitiv) berechen-
bare Funktion an, die nicht primitiv rekursiv ist.

Beispiel 9.7 (Ackermann-Funktion) Die Ackermann-Funktion o : N? — N ist definiert
durch

n+1 fallsm=0undn >0 (1)
a(m,n) =< a(m—1,1) fallsm >0undn =0 (2)
a(m—1,a(m,n—1)) fallsm > O0undn >0. (3)

Die Ackermann-Funktion ist eine totale und berechenbare Funktion, die nicht primitiv
rekursiv ist. Sie war historisch die erste bekannte solche Funktion. Der Beweis, dass «
nicht primitiv rekursiv ist, beruht darauf, dass man zeigen kann, dass o schneller wéichst
als jede primitiv rekursive Funktion. Beispielsweise ist

a(1,2) = a(0,a(1,1)  (3)
= a(l,1)+1 (1)
= a(0,a(1,0)+1 (3)
= o(L,0)+1+1 (1)
= a(0,1)+2 2)
= 14+1+42 (1)
= 4.

16
Aber schon a(3,3) = 61 und «(4,4) = 22 3,
Fiir alle n € N gilt:
1. «

2. «
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Ubung: Fiillen Sie die folgende Tabelle mit den Werten der Ackermannfunktion o(m,n),
0<m<30<n<4:

03[\3»—‘@3

9.3 Allgemein und partiell rekursive Funktionen

Frage: Was fehlt den primitiv rekursiven Funktionen, um das intuitiv Berechenbare voll-
standig zu umfassen?

Antwort: Der p-Operator (Minimalisierung).

Definition 9.8 (u-Operator)  Sei k > 0, und sei f : N**1 — N eine Funktion. Durch
Anwendung des pi-Operators auf f entsteht die Funktion g : N¥ — N, die definiert ist als

o) =i €| SO0 ) =0t )

m < nist f(m,z1,xs,...,x) definiert
Hier ist min () nicht definiert, d.h., ist die Menge, iiber die minimiert wird, leer, so ist g an
dieser Stelle nicht definiert.

Schreibweise: uf = g oder ausfiihrlicher un[f(n,...)] = g(---).

Definition 9.9 (Partiell und allgemein rekursive Funktionen)

e Die Klasse P der partiell rekursiven Funktionen (der p-rekursiven Funkionen) ist
definiert als die kleinste Klasse von Funktionen, die die Basisfunktionen aus Defi-
nition 9.1 (die Konstanten, die Nachfolgerfunktion und die Identitditen) enthdlt und
abgeschlossen ist unter Substitution, primitiver Rekursion und dem [i-Operator.

e Die Klasse R der allgemein rekursiven Funktionen ist definiert als

R = {f|f €Pund f ist total}.

Das folgende Beispiel gibt einige partiell und allgemein rekursive Funktionen an.
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Beispiel 9.10 (Partiell und allgemein rekursive Funktionen) /. Definiere die Funk-
tion f wie folgt:

f(0,0) = 1
f(1,0) = 1
f(2,0) = nicht definiert
f(3,0) = 0
f(m,0) = 1 fiirallem > 3.

Ist g = pf, so ist g(0) nicht etwa gleich 3, sondern g(0) ist nicht definiert, weil
f(2,0) nicht definiert ist und die entsprechende Menge {n € N| -- -} somit leer ist.

2. Ist f(z,y) = x+y+ 1, so gilt fiir alle z,y € N: f(x,y) # 0. Also ist g(y) fiir kein
y € N definiert, also ist g = juf die nirgends definierte Funktion €.

Somit konnen durch Anwendung des yi-Operators partielle Funktionen entstehen.

3. Ist dagegen f(x,y) = x + vy, soist g = uf definiert durch

(0 fallsy =0
g(y) - { undefiniert falls y > 0.

4. Die ganzzahlige Divisionsfunktion g : N> — N mit

z falls y # 0 und y teilt =
9(y,2) = ¢ :

undefiniert sonst
ist partiell rekursiv. Dies kann man zeigen, indem man eine geeignete Funktion [ :
N* — N angibt, so dass uf = g gilt.

Nach Beispiel 9.2 sind die Multiplikationsfunktion mult, die Signumfunktionen S, die

Exponentialfunktion exp und die Abstandsfunktion A primitiv rekursiv. Somit ist die
Funktion f : N3 — N mit

oSG _ lx-y—2z| fallsy #0
f(x,y,2) = |z -y — 2| _{ 1 falls y =0

ebenfalls primitiv rekursiv. Wann nimmt f den Wert O an? Dies ist genau dann der
Fall, wenn y # 0 und x -y = z gilt. Wir wenden nun den u-Operator auf f an und
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erhalten:

das kleinste x € Nmit f(x,y,z) =0 falls es existiert
pxlf(z,y,2)] =
undefiniert sonst

undefiniert sonst

{ das kleinste v € Nmitx -y =z (y #0) falls es existiert
{ § falls y # 0 und y teilt z

undefiniert sonst

5. Die Funktion g : N — N mit

g(m):{ NGD falls \/m € N

undefiniert sonst
ist partiell rekursiv mittels f : N> — N mit f(n,m) = |n? — m|, denn es gilt
pn[f(n,m) = g(m)] (s. Ubungen).
Satz9.11 PrCc R C P.

Der Beweis von Satz 9.11 ist trivial bis auf IPr # R, was unmittelbar aus Satz 9.6 folgt.
Wir werden jetzt zeigen, weshalb der Widerspruchsbeweis von Satz 9.6 fiir IP scheitert.

Sei ¢; die i-te einstellige Funktion in einer Godelisierung von IP. Definiere die Funktion
f N — Ndurch f(i) = ¢;(i) + 1. Angenommen, f ist in IP. Dann existiert ein j, so dass
f = ;. Bezeichnet Dy, den Definitionsbereich einer Funktion £, so gilt also:

e Dy =D, und
o f(n) =¢;(n)firallen € Dy.
Nun ist aber die Aussage
0i(7) = 1) =¢;(J) +1 9.1

kein Widerspruch mehr, denn an der Stelle 7 konnen f und ¢, undefiniert sein; dann ist
natiirlich auch ;(j) + 1 nicht definiert. Die Gleichung (9.1) sagt also:

,.,nicht definiert = nicht definiert”.

Man iiberlege sich, weshalb der Widerspruchsbeweis von Satz 9.6 auch fiir IR scheitert.
Kann man R godelisieren?
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9.4 Der Hauptsatz der Berechenbarkeitstheorie

Der Hauptsatz der Berechenbarkeitstheorie, sagt dass alle eingangs genannten Algorith-
menmodelle dquivalent sind. Nach der Churchschen These erfassen sie damit genau das im
intuitiven Sinne Berechenbare.

Satz 9.12 (Hauptsatz der Berechenbarkeitstheorie) Die folgenden Algorithmenbegriffe
sind dquivalent in dem Sinne, dass die Klasse der von ihnen berechneten Funktionen mit
der Klasse P der partiell rekursiven Funktionen iibereinstimmt:

o Turingmaschinen,
o WHILE-Programme,
e GOTO-Programme,

Wir nennen nun Turing-, WHILE-, GOTO-, .. .-berechenbare und partiell rekursive
Funktionen im Folgenden kurz berechenbare Funktionen.

Aus Satz 9.4 und dem Hauptsatz 9.12 folgen die in Abbildung 9.1 darstellteen Bezie-
hungen zwischen den Klassen der Turing-, WHILE-, GOTO- und LOOP-berechenbaren
sowie der primitiv und partiell rekursiven Funktionen.

GOTO-berechenbar =
WHILE-berechenbar =
Turing-berechenbar =

partiell rekursiv

LOOP-berechenbar =

primitiv rekursiv

Abbildung 9.1: Beziehungen zwischen den Mengen der Turing-, WHILE-, GOTO- und
LOOP-berechenbaren sowie der primitiv und partiell rekursiven Funktionen
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Kapitel 10

Entscheidbarkeit und Aufzahlbarkeit

10.1 Einige grundlegende Satze

Es sei eine Godelisierung g, 1, @2, . . . der Klasse IP fixiert. Diese erhélt man etwa durch
eine Erweiterung der Godelisierung g, 11,19, . . . der Klasse IPr um den p-Operator. Dazu
dquivalent kann man eine Godelisierung M, My, My, . .. aller Turingmaschinen angeben,
wobei M; die Funktion ¢; berechnet. Fiir jedes k£ > 0 bezeichne gogk), ¢§k), gogk), ... eine

Godelisierung aller k-stelligen Funktionen in IP.

Satz 10.1 (Aufzihlbarkeitssatz; Satz von der universellen Funktion)

Es gibt eine zweistellige Funktion u € P (die so genannte ,juniverselle Funktion*), so dass

fiir alle i,z € N: u(i,x) = gogl)(x).

Beweis. Setze u(i,x) = gpgl)(x). Ist u berechenbar?
Ja, ndmlich mit dem folgenden Algorithmus: Bei Eingabe von ¢ und x

1. berechne das Programm (d.h. die Turingmaschine M;) von ¢,
2. wende es auf die Eingabe x an und
1)

3. gib den Funktionswert ¢, (x) = u(i, x) aus.

Es folgt, dass u € PP. |

Satz 10.2 (Iterationssatz; s-m-n-Theorem)  Fiir alle m,n € N gibt es eine (m + 1)-
stellige Funktion s € R, so dass fiir alle v, x1,...,2n, Y1, ..., Ym € N:

@§m+n)(xl7 o Ty Y1, - - 7ym> = QOS(L@‘{yl _____ ym)(‘rlv ce 71"”)'

(Hierbei fasst man die x; als echte Variablen und die y; als fixierte Parameter auf.)

141
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Beweis. Seien: € Nund yq, ...,y € N gegeben. Betrachte

m+n
f(a:l,...,xn):goz(- )(xl,...,xn,yl,...,ym)
als Funktion von zy,...,z,. Dann gibt es eine TM M, die f berechnet (und in deren
Programm die Werte ¢ und v, . . . , ¥, hart codiert sind).
M arbeitet bei Eingabe z1, . .., x,, so:

1. berechne das Programm (d.h. die Turingmaschine M;) von ¢,

2. simuliere M;(x1, ..., Tn, Y15+, Ym)-
M hat natiirlich das Ergebnis @EWF”) (T1y e s Ty Yy e e s Ym)-

Ist zum Beispiel f(z1, ..., x,) nicht definiert, so hélt M nie an. Es folgt f € PP.

M hat selbst eine Godelnummer, sagen wir 7, die von ¢ und ¥, ..., y,, abhidngt. Fiir
gegebenes 7 und 4, . . ., ¥, kann diese Nummer ; algorithmisch bestimmt werden. Setzen
wir

5(i7y17"'7ym) :j7

so gibt es also ein algorithmisches Verfahren zur Berechnung von s, d.h., s € IR, und es
gilt:

— () (n)
f = (p-] = 908 i:yl""vym)‘

Satz 10.2 ist bewiesen. |

Satz 10.3 (Kleenescher Fixpunktsatz) Ist h € R, so existiert ein Fixpunkt a € N mit

(Vz € N) [pna)(2) = @a(2)].

Beweis. Sei h € R. Da h somit auch in P ist, gibt es eine Godelnummer fiir h, etwa h = ;.
Wir wenden den Iterationssatz auf zweistellige Funktionen in IP an. Nach Satz 10.2 existiert
eine Funktion o € R mit

er(T,Y) = o) (y)- (10.1)
Der Trick ist der folgende:
Phio(zay(y) = v(i,z,y) mitv € Pund v = @,
= om(i,z,y)
= Pgmi) (T, Y) mit ¢ € IR nach Satz 10.2
= ), y) denn m ist ja fest, s € R

= gOU(s(Z')w)(y) nach (10.1) mit k = S(Z)
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Also existieren Funktionen s, 0 € IR, so dass fiir alle z € N gilt:

Pho(z,z)) = Pols(i)r) (10.2)

Setze a = o(s(i), s(i)). Da s, 0 € R, existiert dieser Fixpunkt a stets. Aus (10.2) folgt mit
x = s(i):

Ph(a) = Ph(o(s(i),s(1) = Po(s(i),s(i) = Pa-
Satz 10.3 ist bewiesen. |

10.2 Entscheidbarkeit

Der Begriff Berechenbarkeit ist fiir Funktionen definiert. Fiir Sprachen wollen wir einen
entsprechenden Begriff einfiihren.

Definition 10.4 (Entscheidbarkeit) Es sei A C >* eine Menge (analog fiir A C N). Die
charakteristische Funktion von A ist definiert durch:

xalz) :{ 1 fallsx € A

0 fallsx & A.

A heifst entscheidbar, falls x4 : X* — {0, 1} berechenbar ist. REC bezeichne die Klasse
aller entscheidbaren Mengen.

Das heif3t, eine Sprache A ist entscheidbar, falls es eine deterministische Turingmaschi-
ne gibt, die fiir jedes x € >* entscheidet, ob x € A oder x ¢ A.

Definition 10.5 (Semi-Entscheidbarkeit) Essei A C X* eine Menge (analog fiir A C N).
Die partielle charakteristische Funktion von A ist definiert durch:

() = 1 fallsz € A
| nicht definiert falls v ¢ A

A heifit semi-entscheidbar, falls X'y berechenbar ist.

Das heif3t, eine Sprache A heiflit semi-entscheidbar, falls es eine deterministische Tu-
ringmaschine M gibt, die A akzeptiert, d.h., L(M) = A. Fiir x € A stoppt die Maschine
nach endlich vielen Schritten in einem Endzustand. Fiir x ¢ A braucht die Maschine nicht
zu stoppen — jedenfalls nicht in einem Endzustand. Hat die Maschine noch nicht gestoppt,
so ist unklar, ob die Maschine noch stoppen wird (x € A) oder nicht (z ¢ A).



144 Vorlesungsskript von J. Rothe - Stand: 10. Juli 2019

Beispiel 10.6 (Entscheidbarkeit) Die folgenden Mengen sind entscheidbar (und damit
natiirlich auch semi-entscheidbar), da sich leicht Algorithmen zur Berechnung ihrer cha-
rakteristischen Funktion angeben lassen:

1. die Menge der Quadratzahlen: A, = {n* | n € N} € REC,
2. die Menge der Zweierpotenzen: Ay = {2" | n € N} € REC,
3. die Menge der Primzahlen: A3 = {p | p Primzahl} € REC.
Satz 10.7 A ist entscheidbar <= A und A = ¥* — A sind semi-entscheidbar.

Beweis.

(=) Eine Turingmaschine, die A entscheidet, kann leicht zu einer Turingmaschine modi-
fiziert werden, die A bzw. A akzeptiert.

(<) Nach Voraussetzung gibt es zwei Turingmaschinen M4 und My, die die Sprachen A
bzw. A akzeptieren. Diese beiden Maschinen konnen wie folgt zu einer Maschine
kombiniert werden, die fiir jedes x € ¥* entscheidet, ob x € A oder = &€ A.

INPUT(2);
FOR:i=1,2,3,... DO
IF M 4 hilt bei Eingabe von x nach ¢ Schritten THEN OUTPUT(1);
IF M hilt bei Eingabe von x nach ¢ Schritten THEN OUTPUT(0);
END

Satz 10.8 REC ist abgeschlossen unter Schnitt, Vereinigung und Komplement, Konkatena-
tion und Iteration.

Beweis.
1. Schnitt: xy 4np(z) = min{xa(z), x5(x)} = xa(x) - x5(2).
2. Vereinigung: y 4up(r) = max{xa(z), x5(z)}.
3. Komplement: y4(z) =1 — xa(z).

4. Konkatenation: y 4p(z) = L max xa(x1) - xB(x2).
x ,L=X1T2

5. Tteration: x an(z) = _, Juax xalxy) - ..o xalzn).
T , L=X1Tp
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Satz 10.8 ist bewiesen. |
Wie ordnet sich REC in die Chomsky-Hierarchie ein?
Satz 10.9 CS C REC C £,.

Beweis.

REC C £. Essei L entscheidbar. Dann gibt es eine Turingmaschine M, die ;, berechnet
und somit entscheidet, ob x € L oder x ¢ L gilt.
Alsoist L € {L(M)| M ist eine Turingmaschine} = £.

CS CREC. Sei L € CS,und sei G = (X, N, S, P) eine Grammatik fiir L mit nur nicht-
verkiirzenden Regeln. Sei = € 3* ein gegebenes Wort mit |z| = n.

Idee: Die ,,Zwischenergebnisse x; in einer beliebigen Ableitung
S"lel_gl’gl_g'--l—axk:x

haben alle die Linge |z;] < n. Da es in (X U N)* nur endlich viele Worter der
Liange < n gibt, kann man durch systematisches Durchprobieren entscheiden, ob
x € Loderx & L gilt, d.h., L ist entscheidbar. (Somit ist das Wortproblem fiir Typ-1
Sprachen entscheidbar.)

Formal: Wir geben in Abbildung 10.1 einen Algorithmus an, der diese Entscheidung trifft.
Dieser kann z.B. durch eine TM oder sonstwie implementiert werden.
Definiere fiir m,n € N die Mengen

7" ={we (XUN)"||w| <nund S F& w}.
Diese lassen sich, fiir festes n > 1, wie folgt induktiv iiber m definieren:

I3 = {5}
T = AbIY(TY),

wobei fiir eine beliebige Menge X der Hiillenoperator Abl" definiert ist durch
AbI"(X) = X U{w € (XUN)"| |w| < nund es existiert ein v € X mitv ¢ w}.

(Dies ist nur fiir Typ-1-Grammatiken korrekt. Bei Typ-0-Grammatiken konnte ein w mit
|w| < n aus v mit |v| > n ableitbar sein.)

Der in Abbildung 10.1 dargestellte Algorithmus liefert die Entscheidung des Wortpro-
blems fiir Typ-1-Grammatiken. Offenbar lduft dieser Algorithmus in Exponentialzeit.
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Algorithmus-Typ-1(G,z) {
// G ist Typ-1-Grammatik und
// x € ¥* ein Wort mit || = n
T:={S}
Ty =

while (x ¢ Tund T # T7) {
Tl = T,
T := Abl"(Ty);

}

if (z € T) return,x € L*

elsereturn,r & L

Abbildung 10.1: Algorithmus zur Entscheidung des Wortproblems fiir Typ-1-Grammatiken

Da es in (X U N)* nur endlich viele Worter der Linge < n gibt, folgt fiir jedes n, dass
UmZO T" eine endliche Menge ist (ndmlich mit 2™ Elementen fiir ein von GG abhéngiges c).
Folglich existiert ein m mit

mn _ mn _ mn — _ mn
Tmo - Tmo+1 - Tmo+2 - U 1.

m>0

Istz € L,soistz € ,,50 Ty = Thy,- Istjedoch z € L, soistz ¢ T} .

(CS # REC) Sei X = {a,b}. Wie definieren eine Sprache L C ¥* mit . € REC,
aber L ¢ CS. Dazu brauchen wir eine

Gaodelisierung aller Typ-1-Grammatiken mit dem Terminalalphabet > = {a, b}:

e Die Nichtterminale seien durchnummeriert: X, X, X5, ..., wobei das Nichttermi-
nal X; dargestellt werde als X || ---]|.
~——

¢-mal

e X sei das Startsymbol.

e Regeln der Form

P1 — q1, P2 — g2, T, Pn —7 Gn
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konnen durch das Wort
P1 = QAP = QA HDPn = G
tiber dem Alphabet I' = { X, |, a, b, —, #} dargestellt werden.

e Nun codieren wir Worter, die solche Typ-1-Grammatiken beschreiben, durch den
Homomorphismus ¢ : I'* — *:

p(A) = A o(—) = ba®b

pla) = bab P#) = ba'h

o(b) = ba®b o(X||---]) = ba**b.
——

¢-mal

(Ein Homomorphismus ist eine Abbildung A : I'* — ¥* mit h(xy) = h(z)h(y) und
h(A) = \)

Sind etwa die Regeln der Grammatik gegeben durch
X() — )\, X() — XlXQ, XQ — a, XlXQ — ng,
so wird sie codiert durch das Wort

ba®bba>bba*bba’bba>bba’bba bba*bba’ bba>bbabba’bba’bba’ bba bba’bba™b

e Eine Ordnung auf ¥ (z.B. a < b) induziert eine quasilexikographische Ordnung
Wy, W1, Wa, . .. auf 22*, wobei w; mit ¢ € N das i-te Wort ist:

x* ‘/\ a b aa ab ba bb aaa
1-tes Wort‘wo Wy W2 W3 Wy Wy W Wy

e Entfernen wir nun alle Worter, die keine syntaktisch korrekte Typ-1-Grammatik co-
dieren, so erhalten wir die gesuchte Godelisierung von CS: G, G1, Go, . ..

Es ist dabei moglich, dass GG; = G fiir 7 # j, da eine Permutation der Regeln
verschiedene Worter w; und w; induziert.

Wie bei jeder Godelisierung gilt:
e Jeder Typ-1-Grammatik G entspricht ein Wort wg € X*.

e Fiir jedes Wort w € Y* konnen wir algorithmisch entscheiden, ob es eine (syntaktisch
korrekte) Typ-1-Grammatik codiert, und wenn ja, welche.
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Nun definieren wir die Sprache L C ¥* durch
L ={w;|i e Nundw; & L(G;)}.

Beispielsweise ist A € L, denn wy = A, aber (5, ist gegeben durch die eine Regel Xy — A,
sodass A € L(Gy) gilt.

Dass L € REC gilt, folgt unmittelbar aus der oben gezeigten Inklusion CS C REC. Fiir
gegebenes x € X

e berechne das ¢ mit x = w;;
e berechne die Grammatik GG; durch den Aufbau der Godelisierung bis zur Nr. 7;
e entscheide mit dem Algorithmus aus Abbildung 10.1, ob z = w; & L(G;).

Um zu zeigen, dass L ¢ CS, nehmen wir fiir einen Widerspruch an, dass L € CS. Dann
existiert ein j € N mit L = L(G;). Daraus folgt

ijL — UJJQL(G]):L,
ein Widerspruch.

(REC # L() Diese Aussage zeigen wir spiter. |

Aus dem letzten Satz folgt insbesondere, dass die letzte (hier noch nicht betrachtete)
Inklusion aus Fakt 1.7 echt ist.

Abbildung 10.2 zeigt wie sich die Menge aller entscheidbaren Sprachen in die Chomsky-
Hierarchie einordnen lésst.

10.3 Rekursiv aufziahlbare Mengen

Definition 10.10 (Rekursive Aufzihlbarkeit)

o Eine Menge A heifst rekursiv aufzidhlbar (kurz: A ist r.e., nach dem englischen re-
cursively enumerable), falls entweder A = () oder A = Wy fiir ein f € R. Dabei
bezeichnet Wy den Wertebereich von f, und f heifit Aufzihlfunktion von A.

o RE bezeichne die Klasse aller rekursiv aufzihlbaren Mengen.

Bemerkung 10.11 o FEine Aufzdhlfunktion f fiir eine Menge A € RE schopft also den
ganzen Wertebereich A aus, d.h., A = {f(i) |1 € N}.
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Alle Sprachen

Typ-0-Sprachen

entscheidbare Sprachen (REC)

Typ-1-Sprachen (CS)

Typ-2-Sprachen (CF)

Typ-3-Sprachen (REG)

Abbildung 10.2: Einordnung der Menge aller entscheidbaren Sprachen in die Chomsky-
Hierarchie

e Rekursive Aufzdhlbarkeit darf nicht verwechselt werden mit dem Begriff der Abzdhl-
barkeit. Diese verlangt keine effektive (algorithmische) Machbarkeit.

o Umgekehrt verlangt die rekursive Aufzdihlbarkeit keine 1-1-Zuordnung. Es ist mog-

lich, dass (i) = f(j) fiiri # j.
o Jede endliche Menge ist rekursiv aufzdhlbar.

Eine Aufzdihlfunktion von A = {ay, ..., a,} ist gegeben durch
. a; falls0<i<n
iy ={ o

an, fallsi > n.

e Jede Teilmenge einer abzdhlbaren Menge ist abzdhlbar.

e Jedoch ist nicht jede Teilmenge einer rekursiv aufzihlbaren Menge auch rekursiv
aufzdahlbar.

Satz 10.12 REC C RE.

Beweis. Sei A € REC. Ist A = (), so ist A € RE bereits gezeigt. Ist A # (), so wihlen wir
ein festes a € A und konstruieren die Aufzihlfunktion f fiir A so:

[ fallsxa(i) = 1 (dh.i € A)
(i) = a sonst.
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Offenbar ist f total und berechenbar: Da A € REC, ist x4 € IR und somit auch f € R.

Es gilt A = Wy, denn:

o A C Wg:lstje A soist xa(y) =1, also f(j) = j, woraus j € W folgt.

o Wy C A:Istj € Wy, soistentweder x4(j) = 1, also j € A, oder x4(j) = 0, also
j=ac€ A

Satz 10.12 ist bewiesen. |
Wir werden spiter sehen, dass die Umkehrung ,,RE C REC* nichr gilt.
Satz 10.13 A € REC <= (A€ REA A € RE).

Beweis. (=) Sei A € REC. Nach Satz 10.12 ist A € RE. Nach Satz 10.8 ist REC
abgeschlossen unter Komplement, also A € REC. Wieder nach Satz 10.12 ist A € RE.
(<) Seien Aund AinRE.Ist A =@ oder A = () (d.h., A = ¥*), soist A € REC.
Seialso () # A # X*, und seien f, g € R Aufzéhlfunktionen mit A = W;und A = W,.
Der folgende Algorithmus berechnet x 4 bei Eingabe x:

e Berechne f(0), g(0), f(1),4(1), f(2),... solange, bis x = f(i) oder x = g(i) fiir ein
1 gilt. (Alle diese Berechnungen terminieren wegen f, g € R.)

e Gilt x = f(4) fiir ein 4, so gib 1 aus; gilt # = g(4) fiir ein 4, so gib 0 aus.

Da entweder v € A = W oder x € A= W,, kann sich x nicht beliebig lange vor dieser
Entscheidung driicken, sondern muss sich irgendwann ,,outen. Folglich terminiert diese
Prozedur in endlicher Zeit, und es gilt y4 € R. Es folgt A € REC. |

Mit dhnlichen Argumenten zeigt man den folgenden Satz. Wir werden spiter sehen,
dass RE nicht komplementabgeschlossen ist.

Satz 10.14 RE ist abgeschlossen unter Schnitt und Vereinigung. ohne Beweis
Wir geben nun eine Reihe von weiteren Charakterisierungen der Klasse RE an.
Satz 10.15 A € RE <= A ist semi-entscheidbar. ohne Beweis

Satz 10.16 Sei @y, p1, 2, . .. eine fixierte Godelisierung der Klasse P, und D; = D, bzw.
W; = W, bezeichne den Definitions- bzw. den Wertebereich der i-ten Funktion p; € IP.
Dann gilt:

RE = {D;|i € N} = {W;|i € N}.

Beweis. 1. Sei A € RE. Wir zeigen A = D, und A = W, fiir geeignete 7, j € N.
Da A € RE, gilt x/, € IP nach Satz 10.15. Genauer:
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Fall 1: A = (. Dann ist x/; die nirgends definierte Funktion, die natiirlich in P liegt.

Fall 2: A # (. Dann gibtesein f € R mit W; = A. Der folgende Algorithmus berechnet
X'4 bei Eingabe x:

e Berechne f(0), f(1), f(2),... (also die Aufzihlung von A) solange, bis = =
f (@) fiir ein ¢ gilt. (Alle diese Berechnungen terminieren wegen f € R.)

e Gilt z = f(i) fiir ein 4, so gib 1 aus.
Falls « nie vorkommt, weil ¢ A, so terminiert der obige Algorithmus nie.

Da x4 € IP, existiert eine Nr. i mit X'y = ;. Somitist A = D,/ = D; gezeigt.

Definiere g(z) = = - X/;(x). Esist g(z) = z, falls € A, und g(z) ist nicht definiert,
falls + ¢ A. Da Xy € IP, ist auch g € IP, und es gibt ein j mit p; = g. Somit gilt
A =W, = W,. Wir haben also gezeigt, dass A € {D;|: € N} und A € {W,|i € N}.
Somit: RE C {D; |7 € N} und RE C {W;|i € N}.

2. Wir zeigen D; € RE fiir jedes 7« € N; der Fall W; € RE wird analog bewiesen. Ist
D; = 0, so gilt trivialerweise D; € RE.

Sei also D; # (). Wiihle ein festes a € D;. Definiere eine injektive Paarungsfunktion
7 : N x N — N mit den folgenden Eigenschaften':

e 7 ist berechenbar.

e Die Umkehrfunktionen 7y, m : N — N, die fiir 7(z,y) = n definiert sind durch
m1(n) = x und my(n) = vy, sind ebenfalls berechenbar.

e W, € REC.

Ein solches 7 kann so definiert werden: 7(z,y) = 2°¥ 4 x. Anschaulich bedeutet dies:

x 0 1 2 3 4
Y
0 2'=1 3 6 11 20
1 21=2 5 10 19
2 22=4 9 18
3 22=8 17
4 24 =16

'Man kann auch bijektive Paarungsfunktionen mit diesen Eigenschaften angeben, z.B. die Funktion
T(z,y) = 3 +y— (@ +y) +z+2y.
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Klar ist, dass 7 € R und W, € REC, denn es gilt
newW, < 24+k>n,

wobei k die groBte Zahl in N mit 2% < n ist.

Wir zeigen 71, w9 € IP: Fiirn € W, sei w(x,y) = n. Bestimme das groite £ € N mit
28 <nundberechnez =n — 2 undy = k — 2.

Wir suchen nun ein f € R mit Wy = D,. Dieses f werde durch den folgenden Algo-
rithmus bei Eingabe n € N berechnet:

e Berechne z = 7 (n) und y = mo(n), falls n € W,. Andernfalls setze z = y = 0.

e Berechne aus der fixierten Nr. ¢ das Programm der ¢-ten TM M; in der fixierten
Godelisierung von IP.

e Simuliere die Berechnung von M; auf Eingabe « fiir y Takte.
e Terminiert die Simulation, so gib x aus, sonst das fest gewéhlte Element a € D;.

Da der Algorithmus nur Elemente von D; ausgibt, gilt W, C D;. Umgekehrt gilt auch
D, € Wy, denn wenn j € D;, so ist ¢;(j) definiert und M;(j) hélt nach ¢ Takten an, fiir
ein geeignetes ¢. Setze n = 7(j,t). Dann ist f(n) = j fiir ein geeignetes n, also j € W.
Somit gilt W; = D, fiir f € R. Es folgt D; € RE. |

Erinnerung: £ ist die Klasse aller Sprachen, die durch Grammatiken erzeugt werden
konnen, die keinerlei Einschrinkung unterliegen.

Satz 10.17 A € £y <= A ist semi-entscheidbar. ohne Beweis
Wir fassen die wichtigsten Charakterisierungen der Klasse RE zusammen.
Korollar 10.18 Die folgenden Aussagen sind paarweise dquivalent.
1. A €eRE.
2. A ist semi-entscheidbar.
3. Aistvom Typ 0, d.h., A € £,.
X'y € P.

A = L(M) fiir eine deterministische TM M.

ISANE BN

A = L(M) fiir eine nichtdeterministische TM M.
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7. A =Dy fiirein f € P.
8. A= Wy fiirein f € IP. ohne Beweis

Nun wollen wir das Verhiltnis von RE und REC kliaren. Nach Satz 10.12 wissen wir
bereits, dass REC C RE. Um zu zeigen, dass diese Inklusion echt ist, definieren wir nun
das Halteproblem.

Bei diesem Problem kommen Turingmaschinen als Eingaben vor. Dazu erldutern wir
zunichst, wie man Turingmaschinen M = (X,T', 7,0, 29,0, F') als ein Wort iiber dem
Alphabet {0, 1} schreiben kann (Godelisierung).

Wir nummerieren zunichst die Elemente aus Z und I, also

Z: {20,21,22,...,Zn}
und
' ={ag,as,as,...,a;}.

Jeder )-Regel
3z a;) = (zir,a5,7)

ordnen wir ein Wort

w; i g1 = F#bin(i)#bin(j)#bin(i")#bin(j") #bin(r)

zu, wobel
0 fallsr=1L
r= 1 fallsr=R
2 fallsr = N.

Fiir alle Regeln aus ¢ schreiben wir diese Worter in beliebiger Reihenfolge hintereinander
und erhalten so eine Codierung von M iiber dem Alphabet {0, 1, #}.
Um M tiber dem Alphabet {0, 1} zu codieren, nehmen wir die folgende Ersetzung vor:

0 +— 00
1 — 01
# — 11

Das so erhaltene Wort zu Turingmaschine M bezeichnen wir mit code(M).

Beispiel 10.19 Wir geben eine Codierung der Turingmaschine

M = ({07 1}7 {Oa 17 D}? {ZO> 21, 22, 26}7 57 20, D; {Ze})

aus Beispiel 7.2 an.
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Nummerierung der Zustdinde

20‘21‘22‘26

20‘21‘22‘23

und des Arbeitsalphabets
0 |1 |O

Qo | a1 | G2

ergibt die folgende Codierung der Funktion §

0(2i,a5) = (zir, a5, 7) | Wigir jr.r

0(20,0) = (20,0, R) | ##0#0#07£01
5(2’0, D) = (2’1, O, L) H#H0H#104#14#10#40
5(z1, 0) = (22, 1, L) HH1H0H#104#140
6(21,1) = (21,0, L) | ##1#1#14040
5(21, D) = (ze, 1, N) H#H#1H#104#11#1410
(5(22, 0) = (2’2, 0, L) ##H104#04#10#0#40
822 1) = (20, 1, L) | 410414104140
5(29,0) = (20,0, R) | ##104#1041 141041

Dies ergibt die Codierung

## 070707077 1977077 1907 137 137707 109 L7 10970757 17709 1077 1440
HHVHVHFVHOFO0HHLHL0HF LI H L HL10H#H#L0HO0HLO0FH0FH0HFH10H#1# 104140
HH10H#10#114#10#1

von M iiber dem Alphabet {0, 1, #}.

Mit der Ersetzung

0 — 00
1 = 01
# — 11

erhalten wir code(M) = 1111001100110011001101 - - - .

Offensichtlich ist nicht jedes Wort iiber dem Alphabet {0, 1} eine so definierte Codie-
rung einer Turingmaschine. Um die Umkehrabbildung der obigen Codierung anzugeben,
sei M, eine beliebige feste Turingmaschine. Dann ist fiir jedes Wort w € {0,1}* eine
Turingmaschine M, definiert durch:

M falls w = code(M)

w e {01} HM“}:{ M, sonst
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Definition 10.20 (spezielles Halteproblem) Die Sprache

K = {w e {0,1}"| M, angesetzt auf w hiilt nach endlich vielen Schritten}
= {ieN|ieD;}

wird als das spezielle Halteproblem bezeichnet.

Satz 10.21 Das spezielle Halteproblem ist rekursiv aufzihlbar, aber nicht entscheidbar;
d.h., K € REund K ¢ REC.

Beweis. Der Beweis von K € RE ist analog zum Beweis von Satz 10.16.

Um zu zeigen, dass K ¢ REC, nehmen wir fiir einen Widerspruch X' € REC an.
Dann ist die charakteristische Funktion y x berechenbar mittels einer Turingmaschine M
(s. Definition 10.4). Wir modifizieren M wie folgt zu einer Turingmaschine M’.

M 0 | stop
> M 1

Abbildung 10.3: Zum Beweis von Satz 10.21

M’ hilt, falls M eine 0 ausgibt, und M’ geht in eine Endlosschleife, falls M eine 1
ausgibt, sieche Abbildung 10.3.

Es sei nun w' € {0, 1}* mit M,, = M’, d.h., w’ sei das Codewort der Turingmaschi-
ne M'.

Dann gilt:
M’ angesetzt auf w’ hidlt < M angesetzt auf w’ gibt 0 aus  (nach Def. von M)
& (W) =0 (nach Def. von M)
& wéEK (nach Def. von y )
< M, angesetzt auf w’ hilt nicht  (nach Def. von K)

< M’ angesetzt auf w’ hélt nicht  (nach Def. von M) .

Damit haben wir die Aussage
M’ angesetzt auf w’ hilt < M’ angesetzt auf w’ hilt nicht

hergeleitet, die offenbar einen Widerspruch darstellt. Damit ist die Annahme, dass K ent-
scheidbar ist, falsch. |
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Korollar 10.22 REC ist echt in RE enthalten. Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass
REG C DCF C CF C CS C REC C RE

und die Chomsky-Hierarchie echt ist: £3 C £9 C £1 C £y.

Korollar 10.23 RE ist nicht komplementabgeschlossen.

Beweis. Nach Satz 10.21 ist K € RE, aber K ¢ RE, denn sonst wire K € REC. |

Behauptung 10.24 Es gibt Funktionen in P, die nicht zu Funktionen in R fortgesetzt wer-
den konnen. ohne Beweis

Die obige Behauptung kann mittels einer Diagonalisierung bewiesen werden. Das heif3t,
man betrachtet die charakteristische Funktion des Halteproblems, Y/, die natiirlich in P
liegt. Dann fiillt man die Liicken im Definitionsbereich von x’. so, dass man an der i-ten
Stelle gegen die i-te Funktion in IP diagonalisiert. Es folgt, dass die so definierte totale
Funktion nicht berechenbar ist.

Abschliefend geben wir den Projektionssatz an, der ebenfalls eine Charakterisierung
von RE liefert. Projektionen sind geometrische Veranschaulichungen des Existenzquantors.

Definition 10.25 Seien A C N und B C N x N Mengen. A ist Projektion von B, falls fiir
alle v € N gilt:
reA << (JyeN)[(z,y) € B].

Satz 10.26 (Projektionssatz) A € RE <= A ist Projektion einer Menge B € REC.
Beweis. (=) Sei A € RE. Nach Satz 10.16 gibt es ein i € N mit A = D,. Daraus folgt:

re A r €D;

@i (x) ist definiert, d.h., (Fy) [p:(z) = y]

M;() hilt

) [M;(x) hdlt mit Ausgabe y]

Jy) (3t) [M;(x) hilt nach ¢ Takten mit Ausgabe y]
z =m(y,t) und T;(x, z) ist erfiillt]

(x,2) € By,

1111010

wobei das so genannte Turingpridikat 7;(z, z) genau dann erfiillt ist, wenn M;(z) nach ¢
Takten mit Ausgabe y hilt, wobei z = 7(y, t). Die Menge B; ist fiir festes ¢ so definiert:

B; ={(z,2)| z = n(y, t) und T;(z, 2) ist erfiillt}.

Noch zu zeigen ist B; € REC. Dies leistet der folgende Algorithmus bei Eingabe (z, 2):



Theoretische Informatik - Sommersemester 2019 157

e Berechne y = my(z) und t = my(2); falls z ¢ W, sosetzey =t = 0;

e berechne aus der bekannten Nr. ¢ das Programm der i-ten TM M;;

e simuliere M;(z) fiir < ¢ Takte und teste, ob sie mit Ausgabe y anhilt;

o falls ja, gib 1 aus; andernfalls gib O aus.

(«=) Sei A Projektion einer Menge B € REC. Das heift, fiir alle x € N gilt:
reA < (JyeN)|[(z,y) € B].

Wir suchen eine Aufzihlfunktion f € R fiir A, d.h., W; = A. Man muss von jedem x
argwohnen, dass es in A liegt. Ist das der Fall, so wird dies durch ein y € N mit (z,y) € B
bezeugt. Die Entscheidung, ob (x,y) € B oder (z,y) ¢ B, lésst sich mit dem Algorithmus
fiir B treffen, das ja entscheidbar ist.

(0,0) € B?% (0,2) € B? (0,3) € B?

Abbildung 10.4: Rekursive Aufzihlfunktion im Beweis des Projektionssatzes

Wie findet man fiir jedes ©x € A einen Zeugen? Abbildung 10.4 zeigt, in welcher Rei-
henfolge die rekursive Aufzidhlfunktion f durch alle Paare geht und jeweils den Entschei-
dungsalgorithmus fiir B simuliert. Sagt dieser ,,ja“ fiir ein Paar (z,y), so gibt f das Argu-
ment x aus, andernfalls einen fest gewihlten Liickenbiiler a € A. Dieser existiert unter der
Annahme, dass A # (). Somitist A € RE via f € R. Ist A = (), so ist A nach Definition
sowieso in RE. |

Anwendung des Projektionssatzes: Nachweis der rekursiven Aufzihlbarkeit, z.B.:
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e K istin RE:

i€ K <= (i) ist definiert
<= (3t) [M;(4) hilt nach ¢ Takten|

< (3)]G1) € B,

wobei die Menge B € REC so definiert ist:

B = {(i, t) | M;(4) hilt nach ¢ Takten}.

e X ={ieN|D; # 0} istin RE:

ieX < D;#10
< () €Dy
< (3j) [¢:i(4) ist definiert]
< (3y) (3t) [M;(7) hélt nach ¢ Takten]
> (32)[(i,2) € BJ,

wobei die Menge B € REC so definiert ist:

B ={(i,z)| z = n(j,t) und M;(j) hilt nach ¢ Takten}.

e YV ={ieN|17 € W,} ist ebenso in RE.
e ...

Abbildung 10.5 zeigt wie sich die Klasse RE der rekursiv aufzidhlbaren (d.h. der semi-
entscheidbaren) Sprachen und die Klasse REC der entscheidbaren Sprachen in die Chomsky-
Hierarchie einordnen lassen.
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Alle Sprachen

Typ-0-Sprachen (RE)

entscheidbare Sprachen (REC)

Typ-1-Sprachen (CS)

Typ-2-Sprachen (CF)

Typ-3-Sprachen (REG)

Abbildung 10.5: Einordnung von REC und RE in die Chomsky-Hierarchie
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Kapitel 11

Unentscheidbarkeit

11.1 Der Satz von Rice

Ziel: Ein einfaches Kriterium fiir die Unentscheidbarkeit von Problemen.
Definition 11.1 Sei G = (vo, 1, P2, - - .) eine fixierte Godelisierung von PP.
o Jede Teilmenge I’ C P ist eine Eigenschaft partiell rekursiver Funktionen.
e Die Nummernmenge (oder Indexmenge) von F' C P bzgl. G ist

Np ={i e N|y; € F}.

e Eine Eigenschaft F C TP heif3t nichttrivial, falls Nr # () und Np # N.

Satz 11.2 (Satz von Rice) Die Nummernmenge einer jeden nichttrivialen Eigenschaft par-
tiell rekursiver Funktionen ist unentscheidbar. Das heift: Fiir jedes nichttriviale F' C TP ist
Nr ¢ REC.

Alternative Formulierung: Ist A C RE eine nichttriviale Teilmenge von RE (d.h., () #
A # RE), dann ist das folgende Problem unentscheidbar: Gegeben eine Turingmaschine
M (als Wort, das M syntaktisch beschreibt), ist L(M) € A?

Interpretation: Aus der Syntax von Programmen kann nichts Nichttriviales tiber ihre
Semantik algorithmisch geschlossen werden!

Beweis von Satz 11.2.  Sei F' C IP eine nichttriviale Eigenschaft. Fiir einen Widerspruch
nehmen wir an, die Nummernmenge N wire in REC. Da () # Np # N, konnen wir feste
Zahlen a € Np und b ¢ N wihlen.

161
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Definiere die zweistellige Funktion

. - gob(x) fallsi € Np
afi,z) = { vo(z) fallsi & Np.

Dann ist @ € IP mit dem folgenden Algorithmus. Fiir gegebene ¢ und z:

entscheide, ob i € Np oder i ¢ Np (das geht nach Annahme Ny € REC);

berechne die Programme der Turingmaschinen M, und My;
e simuliere M,(x), falls i € Ng;
e simuliere M, (z), falls i ¢ Np.

Da « € P, existiert ein m € N mit

ali,z) = on(i, )
= Ps(mi)(T) nach dem Iterationssatz (Satz 10.2), s € R
= Quu)() dam fest,g € R

Nach dem Kleeneschen Fixpunktsatz (Satz 10.3) existiert ein j € N mit ¢; = ©g(;).
Daraus folgt fiir alle v € N:

v pla) fallsj € Np
() = @g) (@) = a(j, z) = { @a(x) falls j & Np.

Damit erhalten wir den folgenden Widerspruch:
o Istp; € F,soistj € Np,also gilt p; = ¢, woraus ¢; ¢ F 'mit b & Ny folgt.
o Istp; & F,soistj & Np,also gilt p; = ¢,, woraus ¢; € F ' mit a € Ny folgt.

Zusammengefasst gilt also:
p; €F <= ¢; & F,

ein Widerspruch. Die Annahme war falsch, und es gilt Nr ¢ REC. | Satz 11.2

Anwendung des Satzes von Rice:
Nachweis der Unentscheidbarkeit von Problemen, z.B.:

o A= {z|yp,isttotal} & REC.

Denn es gibt totale ebenso wie nicht-totale partiell rekursive Funktionen. Also ist A
die Nummernmenge einer nichttrivialen Eigenschaft von IP und nach dem Satz von
Rice nicht entscheidbar.
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o B={z[[[W.] = oo} ¢ REC.

Denn es gibt partiell rekursive Funktionen mit endlichem, aber ebenso welche mit
unendlichem Wertebereich. Also ist B die Nummernmenge einer nichttrivialen Ei-
genschaft von IP und nach dem Satz von Rice nicht entscheidbar.

C ={(z,y) |y € W} ¢ REC.

D = {(z,y) | . = @y} & REC.
E={(z,y,2)| va(y) = 2} & REC.
K ={z|ze€D,} ¢ REC.

K={x|z¢D,} ¢REC.

X = {i e N|D; # 0} ¢ REC.

Y = {z|17 € W, } ¢ REC.

11.2 Reduzierbarkeit

Ziel: Durch (berechenbare) Reduktionen wollen wir ungeldste Probleme auf bereits ge-
16ste Probleme zuriickfiihren. Damit erhalten wir ein weiteres Unentscheidbarkeitskriteri-
um.

Definition 11.3 (Reduzierbarkeit) Seien A, B C N Mengen. A ist many-one-reduzier-
bar auf B (symbolisch: A <., B), falls gilt:

(3feR)(VzeN)[z € A < f(z) € B].
Lemma 11.4 Die folgenden Aussagen sind paarweise dquivalent:
1. A<, Bvia f € R
2. A= f~YB), wobei f71(B) = {x € N| f(x) € B}.
3. f(A) C Bund f(A) C B, wobei f(A) ={f(z) e N|z € A}.
4 xa=xgof ohne Beweis

Das folgende Lemma gibt einige einfach zu beweisende, aber grundlegende Eigen-
schaften der many-one-Reduzierbarkeit an.
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Lemma 11.5 Seien A, B C N Mengen.
1. Die Relation <, ist reflexiv und transitiv, aber nicht antisymmetrisch.
2. Gilt A <, B und ist B entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.
3. Gilt A <., B und ist B semi-entscheidbar, so ist auch A semi-entscheidbar.
4. Im Allgemeinen gilt nicht: A <., A.
5. A<, B = A<, B. ohne Beweis

Die Aussage 2 von Lemma 11.5 sagt insbesondere, dass sich Entscheidbarkeit bzgl. der
<m-Reduzierbarkeit nach unten vererbt. Wir benutzen diese Eigenschaft in ihrer Kontra-
position als das

Lemma 11.6 (Unentscheidbarkeitskriterium) Unentscheidbarkeit vererbt sich bzgl. der
<.-Reduzierbarkeit nach oben.:

(A<, BAA¢&REC) = B ¢REC.

Diese Kriterium kann man nutzen um die Unentscheidbarkeit des folgenden Problems
Zu zeigen.

Definition 11.7 (allgemeines Halteproblem) Die Sprache
H = {w#x € {0,1,#}" | M,, angesetzt auf x hdlt nach endlich vielen Schritten}

wird als das allgemeine Halteproblem bezeichnet.
Alternative Definition:
H = {(i,j) € N*|i € D;}

Satz 11.8 Das Halteproblem ist nicht entscheidbar, d.h., H ¢ REC.

Beweis. Wenn wir zeigen, dass K <., H gilt, folgt die Aussage des Satzes aus Satz 10.21
und Lemma 11.6.

Die Funktion f : {0,1}* — {0, 1, #}* mit f(w) = w#w ist total und berechenbar. Es
gilt fiir alle w € {0, 1}*:

weK <& M, angesetzt auf w hilt (nach Def. von K)
& wHw e H (nach Def. von H)
& fw)e H (nach Def. von f)
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Damit gilt w € K < f(w) € H, also K <,, H. |

Es gibt somit keine algorithmische Methode, die entscheidet, ob ein Programm bei einer
Eingabe hiilt.

Alternativ kann Satz 11.8 fiir H = {(4, j) € N?|i € D;} so bewiesen werden: Definiere
die Reduktion f(i) = (7,7). Dann gilt:

1e K < 1€D,
<~ (i,i) = f(i) € H.

Da offenbar f € R, ist K <, H via f. Mit Satz 10.21 und Lemma 11.6 folgt H ¢ REC.
Definition 11.9 (Halteproblem auf leerem Band) Die Sprache
Hy = {w | My, angesetzt auf X héilt nach endlich vielen Schritten}
wird als das Halteproblem auf leerem Band bezeichnet.
Satz 11.10 Das Halteproblem auf leerem Band ist nicht entscheidbar, d.h., Hy ¢ REC.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass H <, H gilt.
Wir ordnen jedem Wort z aus {0, 1, #}* wie folgt eine deterministische Turingmaschi-
ne M zu.

e Falls z nicht von der Form w#z mit w,z € {0, 1}* ist, so geht M in eine Endlos-
schleife.

e Falls z von der Form w#x mit w,z € {0, 1}* ist, dann schreibt M das Wort x auf
das Band und arbeitet dann, angesetzt auf =, wie M,,.

Wir definieren die berechenbare totale Funktion f : {0, 1, #}* — {0, 1}* durch
f(z) = code(M).

Es gilt fiir alle z € {0, 1, #}*:

z€ H & z=w#xund M, angesetzt auf x hilt (nach Def. von H)
< f(z) = code(M) und M angesetzt auf A hélt (nach Def. von M und f)
& f(z) =code(M) € Hy (nach Def. von Hy)

Damit gilt z € H < f(z) € H,. i
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Behauptung 11.11 Das Problem
X ={i e N|D; # 0}
ist nicht entscheidbar.

Beweis. Wir zeigen: K <,, X.Da K ¢ REC nach Satz 10.21, folgt aus dem Unentscheid-
barkeitskriterium X ¢ REC.
Sei die Funktion o : N?> — N definiert durch

a(z’ :U)_ 1 fallsi € K
"7/ 771 nicht definiert sonst.

Da a € P, gibtes ein j € N mit ¢; = a.
Nach dem Iterationssatz (Satz 10.2) existiert eine Funktion s € IR, so dass gilt:

i, x) = (i, 1) = @s(i0) () = g0 (1),
wobei die letzte Gleichheit fiir ein geeignetes g € R gilt, da j fest ist. Es folgt:

Do — N fallsi € K
9(t) 0 fallsi € K.

Somit gilt fiir alle ¢ € N:
Dyiy =N <= Dy # 0.

Also gilt fiir alle 7 € N:

1€ K +— Dg(i)#@
— ¢(i) € X.

Folglich ist K <, X via g. |

Ebenso gilt: H <,, K und X <,,, K. Wir zeigen die erste Behauptung:
Sei die Funktion « : N®* — N definiert durch

(i) = 1 falls (i,7) € H
WHT = nicht definiert  sonst.

Da a € P, existiert nach dem Iterationssatz (Satz 10.2) eine Funktion & € IR, so dass gilt:

Oé(i,j, I) = goh(’b,j) (Z‘)
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Also gilt fiir alle (i, 7) € N2

(i’ j) €H @h(@j)(x) ist fiir alle x definiert
©nij)(h(i, 7)) ist definiert
h(i, j) € D)

h(i,j) € K.

1117

Folglich ist H <, K via h.

Die drei Probleme K, H und X sind also alle ,,<,,-dquivalent. Ebenso sind sie alle
rekursiv aufzihlbar. Sie sind Beispiele fiir ,,<,,-vollstindige* Probleme in RE. Das heilt,
jede Menge in RE lésst sich auf ein solches vollstindiges Problem reduzieren.

Definition 11.12 Eine Menge A heifst <,,-vollstindig in RE, falls gilt:

1. A € RE und

2. (VB €RE)[B <, A].
Satz 11.13 Die Probleme K, H und X sind <,,-vollstindig in RE. ohne Beweis
Satz 11.14 Alle Mengen, die <,-vollstindig in RE sind, sind unentscheidbar.

Beweis. Sei A ein <,,,-vollstindiges Problem in RE. Das heif3t, jedes Problem aus RE lésst
sich auf A reduzieren. Insbesondere gilt X' <,, A. Da das Halteproblem K unentscheidbar
ist, folgt A ¢ REC mit dem Unentscheidbarkeitskriterium. |

Der Beweis der folgenden Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Transitivitit der
<,,-Reduzierbarkeit.

Behauptung 11.15 Ist X <, Y und X <, -vollstindig in RE und ¥ € RE, so ist Y
<m-vollstindig in RE.

11.3 Das Postsche Korrespondenzproblem

Nun wollen wir die Unentscheidbarkeit einiger natiirlicher Probleme zeigen.
Definition 11.16 (Postsches Korrespondenzproblem) Sei X ein Alphabet.
e Das Postsche Korrespondenzproblem (iiber X.) ist definiert durch

k€ Nund x;,y; € X7 fiirl <i<k
PCPs = < ((z1,v1),- .-, (Tk, yx)) | und es gibt iy, 1s, ..., i, € {1,... k},
so dass T;, Tiy - Ti, = YiYin * ** Yir,
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e Eine solche Indexfolge (i1, 1o, ..., 0,) Mit T;, Ty« - T = Yiy Yiy * -+ * Ui, heifpt Losung
der Probleminstanz ((x1,41), - . ., (T, Yx))-

e Das ,modifizierte” Postsche Korrespondenzproblem (iiber X.) ist definiert durch

k€ Nundx;,y; € X7 fiirl <i<k
MPCPy, = ¢ ((z1,y1),-- -, (Tk, yr)) | und es gibt iy, . .. .4, € {1,...,k}
SO dass X1%iy - -+ Ti, = Y1Yiy - Yi

n

Das heifit, das MPCPy; ist die Einschrdnkung des PCPyx, auf diejenigen Eingaben
((x1,11), .., (zk, yx)), die eine mit dem Index 1 beginnende Losung haben.

e PCP = Jg Alphabet PCPs; und MPCP = s Alphabet MPCPs..
Beispiel 11.17 (Postsches Korrespondenzproblem) Sei > = {0, 1}.

e Die Probleminstanz

ZL’1:]. I2:01 ]33:0].0
y1 = 10 Yy = 1 ys = 100

hat die Losung (1, 3,3, 2), denn

Ty T3 X3 Ty = 1
yi Y3 Y3 y2 = 1

und ist somit in PCPs, und in MPCPs..

o Andererseits hat die Probleminstanz

ZE‘IZOl I2:010 ZL‘3:].
yo= 1 yo = 100 ys = 10

zwar die Losung (3,2,2,1) und ist damit in PCPy, aber sie hat keine Lisung in
MPCPsy, da x1 = 01 und y, = 1.

e Die Probleminstanz

ry = 001 Ty = 01 Trs = 01 Ty = 10
y = 0 yo = 011 ys = 101 ys = 001

ist losbar, aber die kleinstmdgliche losende Indexfolge besteht aus n = 66 Elementen.

Lemma 11.18 MPCP <,, PCP.
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Beweis. Wir zeigen MPCPy, <,,, PCPy 5 4}, wobei $, # ¢ 3 neue Zeichen sind. Fiir jedes
Wort w € X mit w = aqas - - - a,, definieren wir:

= # a # ax # - H ay #
ar # oay F# oo #H oam #
= # a # ax # - F#F an

ETElET
I

Jeder Eingabe z = ((z1,v1),...,(zk, yx)) des MPCPy ordnen wir diese Eingabe des
PCPy(3,4) mit k + 2 Komponenten zu:

— —

.
() = (21, 50), (T1,91), -, (T, Ui), (8, #9)).
Offenbar ist die so definierte Funktion f in IR. Zu zeigen ist, dass fiir alle z gilt:

z € MPCPy, <— f(Z) € PCPEU{&#}.

(=) Die Eingabe z € MPCPsy, habe die Losung (1,4, i3, . . ., i5), d.h.,
L1Liy = Liyy, = Y1Yiy " Yi -

Bezeichnen wir das r-te Symbol von x;; mit i bzw. das r-te Symbol von y; mit Yi s dann
gilt fiir f(2):

— —
Tig Tin

F2) = Halfo e Hr e S TS
HpH - FN Fu R # R Y #S

—
Y n

ot

=14

vV
—
Yig

Somitist (1,4 4+ 1,434+ 1,...,4, + 1,k + 2) Losung von f(z) in PCPy s 4.

(<) Hat f(z) die Losung (i1, 2, . . ., i,) in PCPyy(g 4, so kann dies wegen der Bauart
der Wortpaare nur gelten, wenn 4; = lund i, = k+ 2 und 4; € {2,...,k + 1} fiir
j € {2,...,n — 1}. Folglich ist (1,i5 — 1,43 — 1,...,i,_7 — 1) eine Losung von z in
MPCPs.. i

Lemma 11.19 H <, MPCP.

Beweis. Gegeben seien eine TM M = (3,1, Z, 6, 2,0, F'), geeignet codiert durch das
Wort code(M) € {0, 1}*, und ein Eingabewort w € ¥*. Wir wollen die Berechnung von
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M (w) in eine Instanz des PCP codieren. Wir suchen also eine Reduktion f € R, so dass
gilt:

M (w) hilt in Endzustand (11.1)
< f(code(M)#w) = ((x1,v1), .-, (zk, yx)) hat Losung in MPCP4,

wobei A =T'U Z U {#} das verwendete Alphabet mit einem neuen Symbol # ist.

e Als erstes Paar wihlen wir (x1,41) = (#, #z0w#). Dabei ist zyw die Startkonfigu-
ration von M (w).

e Die weiteren Paare (x;,;), i > 1, teilen wir ihrem Zweck entsprechend in Gruppen
ein.

o Kopierregeln: (a,a) firalle a € I' U {#}.

¢ Uberfiihrungsregeln:

(za,z'c) falls 6(z,a) = (2, ¢,N)
(za,cz’) falls 6(z,a) = (2, ¢, R)
(bza,2'bc) falls 0(z,a) = (2',¢,L) firallebe D
(#za,#2'0c) falls §(z,a) = (2, ¢, L)
(24, 2'c#) falls §(2,0) = (2',¢,N) firc#0O
(24, 2'#) falls 6(z,0) = (/,0,N)
(24, c2'#) falls 6(z,0) = (2, ¢, R)
(bz#, 2'be#t) falls §(z,0) = (2',¢,L) firallebeT.

e Loschregeln: (az,z)und (za,z)firallea € I'und z € F.

e Abschlussregeln: (z#+#, #) firalle z € F.

Nun zeigen wir die Aquivalenz (11.1):

M hiilt bei Eingabe w im Endzustand
<= es gibt eine Folge (ko, k1, . . ., k;) von Konfigurationen mit ky = zow und
ki =wuzvfiru,vel™ ze€ Fund k;_q Fp k; fiir 1 < <t
< f(code(M)#w) = ((x1,vy1), ..., (zx, yx)) hat
eine Losung (1, 4s, .. . ,1,) fir MPCPs,.
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Das Losungswort, das sich dabei ergibt, hat die Gestalt:

T .TZ‘2 J,’is Im $i5 Ce Xy,
# ko # ki # . ke # ke #O# K # K H#
H#Hkot#t kv #H ke H# ...k #H ok #H# ke # OH#H k... #

1 Yio Yis Yis Yis - Yin,
bzw.
iz, o, = kot HRARR AR A oA
= Y1Yis " Yins
wobei die k;, k; , ... aus der Endkonfiguration k, = uzv durch sukzessives Loschen der

Nachbarsymbole des Endzustandes z € F' entstehen. Die x;; ,hinken” dabei den y;; um
genau eine Konfiguration nach.

Hat umgekehrt f(code(M)#w) = ((z1,v1), .-, (Tk, yx)) eine Losung (1,4, ..., i,)
in MPCPy;, so kann aus dieser eine Rechnung von M (w) abgelesen werden, die im Endzu-
stand halt. |

Beispiel 11.20 Wir veranschaulichen die Reduktion im letzten Beweis an Turingmaschine
aus Beispiel 7.2 fiirn = 3. (s. Ubungen)

Satz 11.21 Die Probleme MPCP und PCP sind <,,-vollstindig in RE und somit unent-
scheidbar, d.h., MPCP ¢ REC und PCP ¢ REC.

Beweis. Nach den Lemmata 11.18 und 11.19 und der <,,-Vollstindigkeit von H in RE
(Satz 11.13) gilt fiiralle A € RE: A <,, H <,, MPCP <,,, PCP. Dass MPCP und PCP in
RE liegen, lésst sich einfach mit dem Projektionssatz (Satz 10.26) zeigen. |

Es gilt sogar:
Satz 11.22 PCP{OJ} g REC.

Beweis. Wir zeigen dass PCPy, <., PCPy ;3. Das Alphabet von PCP sei ¥ = {a1,...,a,}.
Wir betrachten eine umkehrbare Codierung f : ¥* — {0,1}* der Worter iiber ¥ mit
der Eigenschaft, dass sich Wortketten eindeutig reproduzieren lassen. Ein Beispiel fiir eine
solche Codierung von ¥ = {ay, . .., a,} ist die totale und berechenbare Funktion f : ¥* —
{0,1}* mit f(a,) = 01" und f(a; ---a;,) = f(a;)--- f(a;, ). An der Position der Nullen
kann man eindeutig erkennen, dass dort die Codierung eines neuen Symbols beginnt und
an der Anzahl der Einsen kann man erkennen, welches Symbol dort codiert ist.
Es gilt:
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((mla yl)a SRR (xka yk)) hat eine Lésung
=

((f(z1), f(91)), -+ (f (zx), f(yr))) hat eine Losung. '

Im Beweis des letzten Satzes haben wir ein beliebiges Alphabet auf ein zweielementi-
ges Alphabet abgebildet, fiir einelementige Alphabete wird das PCP eintscheidbar.

Satz 11.23 Fiir jedes 3 mit |X| = 1 ist PCPyx, entscheidbar:
Beweis. O.B.d.A. sei X = {1}. Fallunterscheidung:
1. Fallseseini € {1,...,k} gibt mit |z;| = |y;|, dann ist die Indexfolge (i) Losung
des PCP.
Zum Beispiel hat

r; = 11 o = 11 r3 = 11111
1 = 111 Yo = 11 ys = 11

offensichtlich die Indexfolge (2) eine Losung, denn

To — 11
Y2 = 11.

2. Fallses ein i € {1,...,k} gibt mit |z;| < |y;| und ein j € {1,...,k} gibt mit
|z;| > |y;|, dann ist jede Folge mit |y;| — |x;| mal Index j und |x;| — |y;| mal Index ¢
eine Losung des PCP.

Die Korrektheit folgt, da
il = (i = ly]) + lg] - (il — |aa])
= || yil = |2l - |y;]
=yl - (2| = ;) + |yl - (] = |il)

gilt.

Als Beispiel betrachten wir
r; = 111 ry = 1111 r3 = 11111
y1 = 11111 Yo = 1 ys = 111

Esist |z1| < |y1| (@ = 1) und |z2| > |y2| ( = 2), somit ist |y;| — |z;| = 2 mal Index
j = 2und |z2| — |y2| = 3 mal Index i = 1 eine Losung (1, 1,1,2,2), denn

1 T1 T1 T2 Ty = 111 111 111 1111 1111
i Y1 Y1 Y2 oy = 11111 11111 11111 1 1
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3. Falls fiir alle ¢ € {1,...,k} gilt |z;| < |y| oder fir alle j € {1,... Kk} gilt
|z;| > |y;|, dann kann es keine Losung des PCP geben, da fiir jede Indexfolge
<|yiryiy -+ Yi | OZW. iy iy - i, | > Ny, - yi,| L

|$7:1:'U7;2 U ‘rin

Bemerkung 11.24 Definiert man k-PCP als die Einschrinkung von PCP, in der fiir ein
festes k € N hochstens k-Tupel ((x1,y1), ..., (Tk, yx)) auftreten, so ist bekannt, dass

e k-PCP ist entscheidbar fiir k < 2, aber
o k-PCP ist nicht entscheidbar fiir k > 9.

Offen ist die Frage nach der Entscheidbarkeit von k-PCP fiir 3 < k < 8.

Die hier gezeigten Reduktionen implizieren die folgenden Semi-Entscheidbarkeitsre-
sultate.

Korollar 11.25 Das Halteproblem H und das spezielle Halteproblem K sind semi-ent-
scheidbar.

Es gibt sogar nicht semi-entscheidbare Probleme:

Satz 11.26 Das Komplement des speziellen Halteproblems K = {0,1}* — K ist nicht
semi-entscheidbar.

Beweis. Nach Korollar 11.25 ist das spezielle Halteproblem K semi-entscheidbar. Wire
nun auch K = {0, 1}* — K semi-entscheidbar, so wire nach Satz 10.7 das spezielle Halte-
problem K entscheidbar, was ein Widerspruch zu Satz 10.21 ist. |

11.4 Unentscheidbarkeit in der Chomsky-Hierarchie

Mit Hilfe der Unentscheidbarkeit des PCP und des Halteproblems, lassen sich eine Reihe
von Unentscheidbarkeitsresultate von Problemen in der Theorie der formalen Sprachen
nachweisen.

Erinnerung: Die Klassen der Chomsky-Hierarchie sind £y = RE, £; = CS, £5, =
CF und £3 = REG. Wir definieren nun eine Reihe von Problemen bzgl. der Klassen der
Chomsky-Hierarchie.
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Definition 11.27 Fiiri € {0, 1,2, 3} definieren wir das Wortproblem, das Leerheitsprob-
lem, das Schnittproblem, das Aquivalenzproblem und das Mehrdeutigkeitsproblem und
das Aquivalenzproblem fiir Typ-i-Grammatiken:

Wort; = {(G,w)|G ist Typ-i-Grammatik und w € L(G)},

Leer; = {G|G ist Typ-i-Grammatik und L(G) # 0},
Schnitt; = {(G1,Gs)| G1, Ga sind Typ-i-Grammatiken und L(G1) N L(G3) # 0},
Aquiv, = {(G1,Gy)| Gy, Gy sind Typ-i-Grammatiken und L(G,) = L(G5)},
Ambig, = {G| G ist eine mehrdeutige Typ-i-Grammatik}.

Statt der Grammatiken in den Problemen konnen auch jeweils dquivalente Automaten-
modelle eingesetzt werden.

Satz 11.28 Tabelle 11.1 zeigt die Entscheidbarkeit bzw. Nicht-Entscheidbarkeit fiir die
oben definierten Probleme in der Chomsky-Hierarchie.

’ 1 H Wort; \ Leer; \ Schnitt; \ Aquivi \ Ambig; ‘
0| € REC | € REC | € REC | € REC | € REC
1|l e REC | €REC | ¢ REC | € REC | ¢ REC
2 || e REC | e REC | € REC | € REC | ¢ REC
31| € REC | e REC | € REC | € REC | € REC

Tabelle 11.1: Entscheidbarkeit von Problemen in der Chomsky-Hierarchie

Beweis. Hier einige Beweisideen:

Wort e Man kann zeigen, dass H <,, Wort, gilt und damit folgt, dass Wort, nicht
entscheidbar ist.

e Wort; ist nach dem Beweis von Satz 10.9 (CS C REC) entscheidbar. (Daraus
folgt bereits: WORT; € REC fiir ¢ € {1, 2, 3}, allerdings mit exponentiellem
Zeitaufwand.)

e Wort, ist (nach dem CYK-Algorithmus sogar in kubischer Zeit) entscheidbar.

e Worts ist (in Linearzeit) entscheidbar; einfach iiber DFAs.

Leer e Man kann zeigen, dass HyA <, Leer; gilt. Somit ist Leer; nicht entscheidbar.!

! Alternativ dazu kann man eine Reduktion Schnitt, <, Leer; angeben — wir zeigen spiter, dass Schnitty
nicht entscheidbar ist. Diese Reduktion folgt unmittelbar aus dem Beweis, dass CS unter Schnitt abgeschlos-
sen ist, und zwar effektiv. Das heifit, aus zwei gegebenen kfGs, G; und G2, kann man eine Typ-1-Grammatik
G mit L(G) = L(G1) N L(G2) konstruieren, und es gibt ein algorithmisches Verfahren fiir diese Konstruk-
tion. Dieser Algorithmus berechnet die gesuchte Reduktion f.
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e Da jede Typ-1-Grammatik auch eine Typ-O-Grammatik ist, folgt dass auch
Leer nicht entscheidbar ist.

e Zur Entscheidbarkeit von Leery: Es sei GG eine kontextfreie Grammatik mit &
Nichtterminalen. Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma fiir L(G), ndmlich
n = 2k siehe Satz 3.17.

Wir zeigen:
L(G)#0) <= esgibtein Wort z € L(G) mit |z] <n. (11.2)

(<) Klar.

(=) Sei L(G) # 0 und sei z ein Wort minimaler Lénge in L(G). Wire |z| > n,
dann folgte aus Satz 3.17: z = wvwzxy mit |vz| > 1, [vwz| < n und
(Vi > 0) [uv'wz'y € L]. Insbesondere wire uwy € L(G) fiir i = 0, und es
wire |uwy| < |uvwzy| = |z| ein Widerspruch zur Minimalitit von z. Also
ist |z| < n. Die Aquivalenz (11.2) ist bewiesen.

Da die rechte Seite von (11.2) entscheidbar ist, ist auch Leer, entscheidbar.
e Somit muss auch Leers entscheidbar sein, da jede Typ-3-Grammatik auch eine
Typ-2-Grammatik ist.

Schnitt e Um Schnitty ¢ REC zu zeigen, geben wir eine Reduktion PCP <, Schnitt,
an. Gegeben sei eine Eingabe z = ((x1,v1),..., (2, yx)) des PCPy fiir ein
Alphabet 3. Gesucht ist eine Reduktion f € R mit f(z) = (G, G3), wobei Gy
und G5 kfGs sind, so dass gilt:

zhat Losung <= L(G;) N L(Gy) # 0. (11.3)

Idee: G, erzeugt die Folge der x;-Worter und G, erzeugt die Folge der ;-
Worter, wobei die Indizes in potentiellen Losungswortern iibereinstimmen miissen.

Konstruktion: Seien ay, as, . . ., a; ¢ ¥ neue Symbole. Definiere fiiri € {1,2}
die Grammatik
GZ‘ = (ZU{&1,&2,...,ak},{Si},Si,Pi), wobeli (114)
P1 = {Sl — a1 | s | akxk} U {Sl — CL151$1 | s | akslxk}
P = {So—=ayn| - Japyp} U{S2 = a1Soun | -+ | apSayw}-

Dann folgt die Aquivalenz (11.3) so:
z hat eine Losung (i1, i, .. .,1,) <=
A vt Qg Qi Ty L = * Ty, = Qg v Qi Ay Y5 Yo =0~ Yy st ein Wort in L(Gl) N L(Gg)

Da PCP <, Schnitt, gilt und PCP unentscheidbar ist, ist auch Schnitt, nicht
entscheidbar.
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e Folglich sind auch Schnitt; und Schnitt, nicht entscheidbar, denn wére Schnitt; €
REC fiir i € {0, 1}, dann kdnnte man fiir beliebige zwei Typ-i-Grammatiken
entscheiden, ob L(G1) N L(G3) # (. Da CF C CS C RE, wire dann aber
Schnitty; € REC, ein Widerspruch.

e Schnitts ist entscheidbar, da man einen so genannten Kreuzproduktautomaten
angeben kann, der L(G,) N L(Gs) akzeptiert.
Alternativ folgt diese Aussage daraus, dass die Klasse REG effektiv unter Schnitt
abgeschlossen. Das heifit, aus zwei gegebenen reguldren Grammatiken, G; und Gb,
kann man eine regulidre Grammatik G mit L(G) = L(G1) N L(G>) konstruie-
ren. Der Algorithmus, der dies leistet, liefert die Reduktion Schnitt; <., Leers.
Nach Aussage 2 von Lemma 11.5 folgt Schnitt; € REC aus Leer; € REC.

Aquiv e Fiir alle Mengen A, B C X" gilt
A=B <= (ANnB)U(ANB)=0. (11.5)

Da REG effektiv unter Schnitt, Vereinigung und Komplement abgeschlossen ist,
liefert (11.5) eine Reduktion Aquiv, <., Leers. Wegen Leers € REC ist auch
Leer; € REC, und da REC <m-abgeschlossen ist, folgt Aquiv3 € REC.
Alternativer Beweis: Aquiv, ist entscheidbar durch Testen der Minimalautoma-
ten von L(G1) und L(G3) auf Isomorphie.

e Um Aquiv;, ¢ REC fiir i € {0,1,2} zu zeigen, geniigt es, Aquiv, ¢ REC zu
beweisen. Da die in (11.4) konstruierten kfGs G; und G5 sogar deterministisch
kontextfrei sind, ist auch das Schnittproblem fiir deterministisch kontextfreie
Grammatiken, Schnittpcp, unentscheidbar. Wir suchen eine Reduktion f fiir
SChl’littDCF <m Aquiv2:

(Gl, Gg) € Schnittpcp  <— f(Gl, Gg) & Aquiv2. (116)

Um f zu definieren, benutzen wir, dass DCF effektiv unter Komplement abge-
schlossen ist. Somit kann man aus einer gegebenen deterministisch kontext-
freien Grammatik (G5 eine deterministisch kontextfreien Grammatik @2 mit
L(CAJQ) = L(G3) berechnen. Da weiterhin CF effektiv unter Vereinigung ab-
geschlossen ist, kann man aus gegebenen kfGs G, und @2 eine Grammatik
G5 mit L(G3) = L(G1) U L(G2) berechnen. Damit ist die Konstruktion von
f(G1,G) = (G3,Gs) vollstindig beschrieben. Die Aquivalenz (11.6) folgt

LG)NL(Gy) =0 < L(G,) C L(Gy)
— L(G) C L(G,)
e L(G1)UL(G,) = L(Gs)
— L(Gs) = L(G,).
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Ambig e Man kann PCP <,, Ambig, wie folgt zeigen:

e PCP-Instanz ((z1,41),- .., (%, yx)) umwandeln in die folgende kontextfreie
Grammatik:
-S—A|B
- A— 1Az | 2Azs | ... | KAz, | $
- B— 1By, | 2By2 | ... | kByx | $

e Man kann zeigen, dass diese Grammatik genau dann mehrdeutig ist, wenn die
gegebene PCP-Instanz 16sbar ist.

Bemerkung 11.29

Ob das Aquivalenzproblem fiir deterministisch kontextfreien Grammatiken auch un-
entscheidbar ist, geht aus dem obigen Beweis nicht hervor, da DCF nicht unter Ver-
einigung abgeschlossen ist. Tatsdchlich zeigte Géraud Sénizergues 1997, dass dieses
Problem entscheidbar ist. Fiir alle anderen Probleme bzgl. DCF gelten dieselben
Eigenschaften wie fiir CF.

e Das Problem, von einer kontextfreien Grammatik festzustellen, ob sie mehrdeutig ist,
ist unentscheidbar.

e Das Problem, von einem DFA M festzustellen, ob er eine endliche oder unendliche
Sprache akzeptiert, ist dagegen entscheidbar.

11.5 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt fassen wir nochmal die Entscheidbarkeit von Wortproblemen in der
Chomsky-Hierarchy in iibersichtlicher Tabellenform zusammen. Wir erweitern die Tabel-
le 11.1 um die Zeile mit den deterministisch kontextfreien Sprachen.
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’ H Wort \ Leer \ Schnitt \ Aquiv ‘
Typ0 || € REC | € REC | € REC | € REC
Typ1l || € REC | € REC | € REC | € REC
Typ2 || € REC | € REC | € REC | £ REC
det. kf. || € REC | € REC | € REC | € REC
Typ3 || € REC | € REC | € REC | € REC

Tabelle 11.2: Entscheidbarkeit von Problemen in der Chomsky-Hierarchy
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Kapitel 12

Probleme in P und NP

In diesem Teil der Vorlesung wollen wir uns mit der NP-Vollstandigkeit, einem Teilgebiet
der Komplexititstheorie, beschiftigen. Die Komplexititstheorie untersucht den Ressour-
cenbedarf (insbesondere: Rechenzeit, Speicherplatz) von algorithmisch 16sbaren Proble-
men. Dabei sind sowohl untere als auch obere Schranken fiir die Ressourcen von Interesse.

12.1 Deterministische Polynomialzeit
Um Sprachen (oder Probleme) bzgl. der benétigten Ressourcen einzuteilen, definiert man

Klassen von Funktionen, so genannte Komplexitidtsklassen. Dabei gehen wir von Sprachen
(Probleme) aus, die als Turingprogramme formuliert sind.

Die zwei wichtigsten Zeitkomplexititsklassen, P und NP, wollen wir nun definieren.
Definition 12.1 (IPol) Sei IPol die Menge aller Polynome der Form
p(n) = apmn™ 4 apm_1n™ '+ ...+ ain + ag,
wobein,m,a; € Nfiirl <1< m.

Definition 12.2 (deterministische Polynomialzeit: P) Sei ¢t : N — N eine Funktion und
M eine deterministische Turingmaschine mit L(M) C X fiir ein Alphabet 3. Definiere

o die Funktion time,; : >° — N durch

Zahl der Takte von M (w) falls M bei Eingabe w hdilt
nicht definiert sonst;

timey (w) = {

181
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o die Funktion Time,; - N — N durch

MAXy:|w|=n, timen (W) falls timey (w) fiir alle w mit
Timep (n) = |w| = n definiert ist
nicht definiert sonst;

e die Komplexitiitsklasse

TIME(t) = {A

es gibt eine deterministische TM M mit
L(M) = A und Timey;(n) < t(n) fiir alle n

o Die Komplexitdtsklasse deterministische Polynomialzeit ist definiert durch

P= | TIME(p).

p€elPol

Bemerkung 12.3

o Die Klasse P ist die Klasse der durch effiziente (polynomialzeitbeschrinkte) Algo-
rithmen losbaren Probleme.

e Um zu zeigen, dass ein Algorithmus eine polynomielle Laufzeit hat, geniigt es of-
fensichtlich zu zeigen, dass seine Komplexitdit in O(n"), fiir eine Konstante k € N,
liegt.

e Damit ist auch jeder Algorithmus mit der Laufzeit log n und nlogn polynomiell, da
logn € O(n) und nlogn € O(n?).

e Laufzeiten wie n", nloen ¢ ¢ > 2 ¢ € N, sind dagegen nicht polynomiell, sondern
exponentiell.

12.2 Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik

Wir betrachten nun das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik, SAT. Abbildung 12.1
zeigt eine 3-SAT-Instanz, die durch einen Booleschen Schaltkreis représentiert ist. SAT
ist in vielen Anwendungen wichtig, es spielt eine zentrale Rolle im Zusammenhang mit
wconstraint satisfaction”, in der Theorie der Schaltkreise usw. So genannte SAT-Solver
werden bei vielen praktischen Aufgaben als Subroutinen verwendet.

Boolesche Formeln (oder Boolesche Ausdriicke) werden syntaktisch und semantisch
wie folgt definiert.
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Abbildung 12.1: Eine 3-SAT-Instanz, repriasentiert durch einen Booleschen Schaltkreis

Definition 12.4 (Boolesche Ausdriicke, KNF, DNF)

e Die Boolesche Variablen w1, xs, ... konnen Werte in {0, 1} annehmen. Die Menge
aller Booleschen Variablen bezeichen wir mit X, d.h., X = {x1,xs,...}.

e Syntax: Die Menge der Booleschen Ausdriicke wird induktiv definiert durch:

— Jedes x € X ist ein (atomarer) Boolescher Ausdruck.
— Sind I und G Boolesche Ausdriicke, so sind auch

x die Negation —F,
x die Konjunktion ' \ G und
x die Disjunktion ' G

Boolesche Ausdriicke.
— Nichts sonst ist ein Boolescher Ausdruck.
(Bemerkung: Sdmtliche Booleschen Operationen lassen sich durch die Negation, die
Konjunktion und die Disjunktion ausdriicken. Beispielsweise ergibt sich die Implika-
tion o = [ durch —a V .)
e Semantik: Eine Belegung (mit Wahrheitswerten) ist eine Abbildung 5 : X — {0, 1}.
Fiir nicht atomare Boolesche Ausdriicke H wird der Wahrheitswert B(H ) induktiv
wie folgt definiert:

- Ist H=—F, soist B(H) = 1, falls 5(F') = 0, und anderenfalls ist 3(H) = 0.
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- Ist H=FAG,soist }(H) =1, falls B(F) = 1 und B(G) = 1, und anderen-
falls ist 6(H) = 0.

- IstH=FVG,soist 3(H) =1, falls B(F') = 1 oder (G) = 1, und anderen-
falls ist B(H) = 0.

e Ein Boolescher Ausdruck H heift erfiillbar, falls es eine wahrmachende Belegung
fiir ihn gibt, d.h., falls B(H) = 1 fiir eine geeignete Belegung (3 : X — {0, 1} gilt.

e FEin Literal ist eine Variable oder ihre Negation.

e FEin Boolescher Ausdruck H ist in konjunktiver Normalform (kurz: KNF), falls er
Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist:

A

Die Disjunktionen (\/;”:1 Lij> heifien Klauseln.

e FEin Boolescher Ausdruck H ist in disjunktiver Normalform (kurz: DNF), falls er
Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist:

v ()

i=1 \j=1
Die Konjunktionen ( AV Lij) heiflen Monome.

e Sei k > 0. Ein Boolescher Ausdruck H ist in k-KNF (bzw. in k-DNF), falls H in
KNF (bzw. in DNF) ist und jede Klausel von H hdchstens k Literale enthiilt.

e FEin Boolescher Ausdruck H heifst Hornformel, falls H in KNF ist und jede Klausel
von H hochstens ein positives Literal enthdilt.

Beispiel 12.5 (Boolesche Ausdriicke, KNF, DNF)
e Atomare Boolesche Ausdriicke: x1,xo,x3, x4
e Boolesche Ausdriicke: —x3, xo N 3, (T2 V x4) N 73, X9 V 2o, T3 A 3

o erfiillbare Boolesche Ausdriicke: —x3 mit 5(x3) = 0, xo A x3 mit f(x2) = [f(x3) =1

nicht erfiillbar ist der Boolesche Ausdruck 3 N\ —x3

e Literale: x3, x1, ~x3



Theoretische Informatik - Sommersemester 2019 185

e cin Boolescher Ausdruck in KNF: (—x3) A (21 V —xg V x3) A (22 V 23V —14)
e cin Boolescher Ausdruck in DNF: (x3 A\ —x3) V (£1 A 22 Ax3) V (zg A 23 A —xy)
e cin Boolescher Ausdruck in 4-KNF: (—x3) A (21 V —xo Vag) A (21 V oy Vag V —ay)
e cin Boolescher Ausdruck in 3-DNF: (x3 A —x3) V (x1 A —xa As) V (2 A x3 A —xy)
e Hornformel: (x1V —xy V —x3) A (9 V 23 V —y)

Definition 12.6 Varianten des Erfiillbarkeitsproblems sind:

o SAT = {H | H ist erfiillbarer Boolescher Ausdruck}.

KNF-SAT = {H | H ist erfiillbarer Boolescher Ausdruck in KNF'}.

DNF-SAT = {H | H ist erfiillbarer Boolescher Ausdruck in DNF'}.

k-SAT = {H | H ist erfiillbarer Boolescher Ausdruck in k-KNF}, wobei k > 0.

Horn-SAT = {H | H ist erfiillbare Hornformel}.
Satz 12.7 DNF-SAT, 2-SAT und Horn-SAT sind in P.

Beweisidee: Insbesondere wird beim Beweis von 2-SAT € P zu einem gegebenen Boo-
leschen Ausdruck H in 2-KNF ein gerichteter Graph GG wie folgt konstruiert:

(a) Knoten von Gy sind alle Variablen von H und ihre Negationen;

(b) Kanten von Gy (o, ) ist genau dann Kante von a zu -y, wenn es in H eine Klausel
der Form (-« V ) (bzw. (v V —a)) gibt.

Lemma 12.8 Eine Boolesche Formel H in 2-KNF ist genau dann unerfiillbar, wenn es in
Gy einen Knoten x gibt, so dass es in Gy einen Pfad von x zu —x und einen Pfad von —x
zu x gibt. ohne Beweis

Der Polynomialzeit-Algorithmus fiir 2-SAT ergibt sich dann aus Lemma 12.8. |

12.3 Nichtdeterministische Polynomialzeit

Nun betrachten wir nichtdeterministische polynomialzeitbeschrinkte Turingmaschinen.

Definition 12.9 (nichtdeterministische Polynomialzeit: NP) Sei ¢t : N — N eine Funk-
tion und M eine nichtdeterministische TM mit L(M) C ¥* fiir ein Alphabet ¥.. Definiere
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die Funktion ntime,; : ¥X* — N durch

min[Zahl der Konfigurationen in einer  falls w € L(M)
ntime s (w) = akzeptierenden Rechnung von M (w)]
nicht definiert sonst;

die Funktion Ntime,; : N — N durch

MAXy:|w|=p Ntimey (w)  falls ntimey(w) fiir alle w mit

Ntimey(n) = |w| = n definiert ist
nicht definiert sonst;
o die Komplexitdtsklasse
_ es gibt eine nichtdeterministische TM M mit |
NTIME(t) = {A L(M) = A und Ntimey;(n) < t(n) fiirallen |’
o die Komplexitdtsklasse nichtdeterministische Polynomialzeit:
NP = | J NTIME(p).
p€elPol
Offensichtlich gilt:
P C NP.

Ob die Umkehrung auch gilt, ist ein beriihmtes offenes Problem, das so genannte ,,P-NP-
Problem. Die allgemeine Vermutung ist, dass P # NP gilt, aber ein Beweis dieser Vermu-
tung steht noch aus (und scheint sehr schwierig zu sein).

Das Verhiltnis von P zu NP ist dhnlich dem Verhiltnis von REC zu RE; dies spiegelt
sich in einer Vielzahl von analogen Ergebnissen wider. Beispielsweise gilt fiir NP eine
»polynomialzeitbeschrinkte” Version des Projektionssatzes.

Satz 12.10 A € NP <= es gibt eine Menge B € P und ein Polynom p € Pol, so dass
fiir alle x € ¥*:

reA = (FyeX)lyl <plz]) A (z,y) € BJ.
ohne Beweis

Die Klasse NP enthilt eine Vielzahl wichtiger Probleme. Eines davon ist das uneinge-
schriankte Erfiillbarkeitsproblem.

Lemma 12.11 SAT ist in NP.
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Beweis. Betrachte die folgende nichtdeterministische Turingmaschine M, die SAT wie
folgt in Polynomialzeit akzeptiert:

e Eingabe: Eine Boolesche Formel ¢ (1, xs, ..., x,).

e Rate nichtdeterministisch eine Belegung ¢ der Variablen x1, o, ..., x, mit Wahr-
heitswerten. (,,Ratephase* bzw. ,,Auswahlphase’)

Es existieren 2" mogliche nichtdeterministische unabhingige Rechnungen — fiir jede
Belegung eine.

e Verifiziere auf jedem solchen Berechnungspfad, ob die dort geratene Belegung ¢ die
Formel ¢ erfiillt. (,,Verifikationsphase*)

e Akzeptiere genau dann, wenn dies der Fall ist (d.h., genau dann, wenn ¢(¢) = 1).

Offenbar gilt L(M) = SAT. Da M in Polynomialzeit arbeitet, folgt SAT € NP. |

Abbildung 12.2: Berechnungsbaum eines nichtdeterministischen Algorithmus fiir SAT
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Kapitel 13

NP-Vollstandigkeit und der Satz von
Cook

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass SAT eines der schwersten Probleme in NP ist:
SAT ist das erste bekannte Beispiel eines NP-vollstandigen Problems. Das bedeutet, dass
SAT — mit bisher bekannten Techniken — nur in Exponentialzeit gelost werden kann, also
ein ,,storrisches* Problem ist.

Da man in der Praxis aber sehr an ,,moglichst effizienten Algorithmen fiir SAT inter-
essiert ist, versucht man:

e subexponentielle Algorithmen (d.h. Laufzeiten wie z. B. 2V™ oder 90 (vnTog ")) oder
e cffiziente Heuristiken, die fiir die ,,praktisch relevanten* Eingaben korrekt sind, oder

e Exponentialzeit-Algorithmen, die den trivialen O(2")-Algorithmus fiir SAT verbes-
sern,

zu finden.

Zum letzten Punkt: Abbildung 13.1 zeigt den Aufwand zur Losung von SAT im Ver-
gleich zweier Algorithmen, die in der Zeit 2" bzw. 1.75" laufen. Die Motivation ist die
folgende:

o Liuft der triviale Algorithmus 7' fiir SAT in der Zeit 2", dann kann ein ¢"-Algorith-
mus A mit ¢ < 2 groflere Probleminstanzen als 7" in derselben Zeit bearbeiten.

e Istc = /2, dann kann A doppelt so grofie Eingaben in derselben Zeit wie der triviale
Algorithmus bearbeiten, denn

(x/i) -
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TimeA on 1757

to

n1 T2 Problem size

Abbildung 13.1: Verbesserter Exponentialzeit-Algorithmus fiir SAT

e Dieser Unterschied kann in der Praxis signifikant sein!

e Vergleiche: Ein 10-mal schnellerer Computer mit dem 2"-Algorithmus, wiirde n; in
Abbildung 13.1 nur geringfiigig zu n, verbessern:
2" = 10-2™
no = nq+ log, 10.

13.1 NP-Vollstandigkeit

Definition 13.1 (FP, Reduzierbarkeit, NP-Vollstandigkeit) FP bezeichne die Menge der
in Polynomialzeit berechenbaren, totalen Funktionen von * in X* fiir ein Alphabet ..

Formal:

f ist total und es gibt ein Polynom p € Pol und eine
FP = ¢ f: X" — ¥*| deterministische TM M, die f berechnet, und so dass
Timey (n) < p(n) fiir alle n

Seien A, B C ¥* Mengen.

e A ist in Polynomialzeit many-one-reduzierbar auf B (symbolisch: A <P B), falls
gilt:
(3f €FP) (Vx € ¥*)[r € A <= f(x) € B|.
o FEine Menge B heifst NP-vollstindig (bzgl. <P), falls gilt:

I. B € NP.
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2. (VA € NP) [A <P B|. (Sprich: B ist NP-hart (oder NP-schwer).)

Die NP-vollstindigen Mengen sind also die schwersten Probleme in NP. NP-Hirte wird
intuitiv mit ,.Ineffizienz* gleichgesetzt, denn bis heute ist fiir keine NP-harte Menge ein
effizienter Algorithmus bekannt.

Abbildung 13.2 zeigt die Beziehungen zwischen den Klassen NP, P und der Menge
aller NP-vollstindigen Probleme (sofern P # NP).

NP-
vollstiandig

NP

p

Abbildung 13.2: Beziehungen zwischen den Klassen NP, P und der Menge aller NP-
vollstandigen Probleme (sofern P £ NP)

Wir fassen nun einige wichtige Eigenschaften der Relation <P zusammen.
Lemma 13.2 Es seien A, B C ¥* Mengen.
1. Die Relation <P ist reflexiv und transitiv, aber nicht antisymmetrisch.

2. P und NP sind <P -abgeschlossen, d.h.,
(A<P BABeP)=AcP

und
(A<P BAB€ENP)= Ac NP.

Das heifst, Mitgliedschaft in P und NP ( ,.effiziente Losbarkeit durch (nicht-)determinist-
ische Maschinen* ) vererbt sich bzgl. <P nach unten.

3. NP-Hiirte (  Ineffizienz*) vererbt sich bzgl. <V nach oben, d.h.:

(A <P B A Aist NP-hart) = B ist NP-hart.

4. A<P B = A<P B, aberi.a. gilt nicht: A <P A.
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5. Ist B NP-vollstindig, dann gilt: B € P <= NP =P.
Beweis.
1. Ubung.

2. Essei A <P B mittels f € FP. Die deterministische Turingmaschine )My berechne
f in Polynomialzeit p. Es sei B € P mittels der deterministischen Turingmaschine
Mp mit polynomieller Rechenzeit q.

Aus diesen beiden Turingmaschinen konstruieren wir eine Turingmaschine M 4, die
A entscheidet: Eine Instanz z fiir M4 wird zuerst in f(x) umgewandelt und dann
wird Mp(f(x)) = M4(x) berechnet.

Die Laufzeit ist polynomiell: p(|z|) + ¢(| f(x)]) < p(|z]) + q(p(|z]))
Falls B € NP, so sind die Maschinen nichtdeterministisch.

3. Da A NP-hart ist, gilt VA" € NP : A’ <P A. Da nach Voraussetzung A <P B
gilt, folgt aus der Transitivitdt von <P, dass VA’ € NP : A’ <P B. Damit folgt
unmittelbar aus der Definition, dass B NP-hart ist.

4. Ubung.

5. (=) Essei B € P. Da B NP-vollstindig ist, gilt fiir alle Sprachen A € NP: A <P B.
Da B € P, gilt VA € NP : A € P nach Teil (2.). Da P C NP, folgt P = NP.

(<) Da B NP-vollstindig ist, gilt B € NP, und da nach Voraussetzung NP = P gilt,
folgt B € P.

Bemerkung 13.3 Eigenschaft 5 von Lemma 13.2 sagt, dass ein polynomieller (effizienter)
Algorithmus fiir (irgend)ein NP-hartes Problem impliziert, dass NP auf P kollabiert, und
das P-NP-Problem wiire somit gelost. Die weit verbreitete Annahme, dass P # NP gilt,
bedeutet, dass es vermutlich keinen effizienten Algorithmus fiir ein NP-hartes Problem gibt.

13.2 Der Satz von Cook

Satz 13.4 (Satz von Cook) SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Nach Definition 13.1 sind die folgenden zwei Aussagen zu zeigen:

1. SAT istin NP: sieche Lemma 12.11.
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2. SAT ist NP-hart.

Sei A eine beliebige Menge in NP, und sei M = (3,I', Z, 6,0, sy, F') eine nicht-
deterministische Turingmaschine, die A in Polynomialzeit akzeptiert. Wir nehmen
an, dass M bei jeder Eingabe x der Lidnge n genau p(n) > n Takte rechnet, fiir
ein p € Pol. Unser Ziel ist es, eine Reduktion f € FP anzugeben, so dass fiir je-
des z € X* gilt:

re€A << f(x)=F, € SAT, (13.1)

wobei F), eine Boolesche Formel ist, deren Struktur und deren Variablen nun be-
schrieben werden.

Sei ein Eingabewort © = xyx5-- -z, mit x; € X fiir alle ¢ gegeben. Da M in der
Zeit p(n) arbeitet, kann sich der Kopf nicht weiter als um p(n) Bandzellen nach
links oder rechts bewegen. Nummeriere entsprechend die relevanten Bandzellen von
—p(n) bis p(n). Abbildung 13.3 zeigt das Band von )M zu Beginn der Rechnung mit
der Startkonfiguration: die Eingabesymbole x5 - - - z,, stehen auf den Bandzellen 0
bis n — 1, der Kopf liest die Zelle mit Nr. 0 und der Startzustand ist s.

‘D“D‘xl‘IQ“xn‘D“D‘
co—p(n) - =1 0 1 - m—=1m - p(n)

Abbildung 13.3: Nummerierung der Bandzellen der NTM M bei Eingabe z

Wir konstruieren die Formel F)., so dass (13.1) gilt. Tabelle 13.1 gibt die Variablen
von F, den Bereich ihrer Indizes und ihre Bedeutung an. Es gibt drei Typen von
Variablen:
e state, ; reprisentiert den Zustand s von M in Takt ¢;
e head,; reprisentiert die Nummer 7 der Bandzelle, die der Kopf von M in Takt ¢
liest;
e tape, ; , reprisentiert das Symbol a € I' in der Bandzelle Nr. ¢ in Takt ¢.
F’, hat die Form:
F,=SANUANU,ANENK,

wobei diese Teilformeln von F, den folgenden Zweck haben:

e S isterfiillbar <= die Rechnung von M (x) startet korrekt;

o U, ist erfiillbar <= die Uberginge der Rechnung von M (z) sind in jedem
Takt korrekt an den Bandfeldern mit Kopf;
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| Variable | Indexbereich \ Bedeutung |
state, s | t € {0,1,...,p(n)} state; s ist wahr <=
seZ M ist im Takt ¢ in Zustand s

head; ; te{0,1,...,p(n)} head, ; ist wahr <=
i€ {—pn),...,p(n)} | M’s Kopf liest im Takt ¢ die Bandzelle Nr. i
tape,;, |t€{0,1,...,p(n)} tape, ; , ist wahr <=
i€ {—p(n),...,p(n)} | Symbol a steht im Takt ¢ in Bandzelle Nr.
acl

Tabelle 13.1: Die Booleschen Variablen von F), und ihre Bedeutung in der Cook-Reduktion

e U, ist erfiillbar < die Ubergiinge der Rechnung von M (z) sind in jedem
Takt korrekt an den Bandfeldern ohne Kopf;

e F isterfiillbar <= die Rechnung von M (z) endet korrekt (d.h., M akzep-
tiert x);

e K isterfiillbar <= die allgemeine Korrektheit der Rechnung von M (x) ist
gegeben, d.h.:

- in jedem Takt der Rechnung von M () ist M in genau einem Zustand und
der Kopf von M steht auf genau einem Feld und

— in jedem Takt und fiir jede Bandposition gibt es genau ein Symbol auf
diesem Feld des Bandes).

Um diese Teilformeln von F) formal zu beschreiben, seien die Zustandsmenge 2
und das Arbeitsalphabet I von M gegeben durch:

Z = {50751>~--73k}
I' = {Oa1,a9,...,a:}.
Dabei gilt > C T'.
Definiere die Teilformel K von F)., die die allgemeine Korrektheit beschreibt, durch:
K = /\ [D; (statey s, states s, , . . ., state; 5, ) A

0<t<p(n)

D, (headtv_p(n),headt7_p(n)+1, o ,headtm(n)) AN (13.2)

/\ Dg(tapet7i7m, tape, ; ;. ;- ,tapet7i7a€)],
—p(n)<i<p(n)

wobei die Struktur der drei Teilformeln D; von K in (13.2) mittels Lemma 13.5 unten
spezifiziert wird. Insbesondere gilt fiir i € {1, 2, 3}:
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(a) D, ist genau dann wahr, wenn genau eine der Variablen von D; wabhr ist, und

(b) die GroBe von D; — und folglich auch die Grée von K — ist polynomiell in n.

Lemma 13.5 Fiir jedes m gibt es eine Boolesche Formel D mit m Variablen, so dass

gilt:
(a) D(vy,vs,...,0y,) ist wahr <> genau eine Variable v; ist wahr,
(b) die Grofie von D (d.h., die Zahl der Vorkommen von Variablen in D) ist in

O(m?).

Beweis von Lemma 13.5.  Fiir festes m > 1 sei die Formel D definiert durch

D(vy,va,...,0m) = (\7 ) (/\ /\ vjmk>.

=1 j=1 k=j+1

-

D> D<

Die beiden Teilformeln D> und D< von D haben die folgenden Eigenschaften:

D> (vy,v9,...,vy) ist wahr < mindestens eine Variable v; ist wahr; (13.3)
D<(vy1,vg,...,v,)ist wahr < hochstens eine Variable v; ist wahr. (13.4)

Die Aquivalenz (13.3) ist offensichtlich. Dass auch die Aquivalenz (13.4) gilt, ergibt
sich aus der folgenden Struktur der Teilformel D<:

Do(vy,v9,...,0p) = (01 V-ovg) A (—opV-owg) A A (v V —og,)
A (mvgV—wg) A oo A (Twg Vo owy,)

VAN (_‘Um—l V _lvm).
Die Aquivalenzen (13.3) und (13.4) zusammen implizieren, dass D(vy,va, ..., Up)
genau dann wahr ist, wenn genau eine Variable v; wahr ist. Offenbar ist die Grof3e
von D in O(m?). i Lemma 13.5

Um den Beweis des Satzes fortzusetzen, definiere die Teilformel S von F,, die fiir
Takt ¢t = 0 den korrekten Beginn der Rechnung M (z) beschreibt (sieche Abbil-
dung 13.3), durch

-1 n—1 p(n)

S = stateg s, Aheadgg A /\ tapeg ; o A\ /\ tapeg ; ;.. A /\ tapeg ; -
i=—p(n) i=0 i=n
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Definiere die Teilformel U; von F,, die den korrekten Ubergang von Takt ¢ zu Takt
t + 1 fiir die aktuell von M’s Kopf gelesenen Bandzellen beschreibt, durch

U, = /\ ((statew/\headt,i/\tapet,i,a) =

t,s,2,a

\/ (state, 1,5 A heady 154 Atape, . ;4)),

seZ,ael,ye{-1,0,1}
mit (3,a,y) € §(s,a)

wobei § die Uberfiihrungsfunktion von M ist und y € {—1,0, 1} die Kopfbewegung
reprisentiert.

Definiere die Teilformel U, von F, die den korrekten Ubergang von Takt ¢ zu Takt
t + 1 fiir die aktuell von M’s Kopf nicht gelesenen Bandzellen beschreibt, durch

U, = /\ ((—head,; A tape, ; ,) = tape, ;) -

t,i,a

Definiere die Teilformel £ von F, die das korrekte Ende der Berechnung M (z)
beschreibt und iiberpriift, ob M die Eingabe x akzeptiert:

E = \/statep(n)ys,

seF

wobei F' die Menge der Endzustdnde von M ist.

Damit ist die Reduktion f beschrieben. Analysiert man die Struktur der Formel
f(z) = F, und benutzt Lemma 13.5, so folgt f € FP. Es bleibt zu zeigen, dass
(13.1) gilt:

r €A < f(x) = F, isterfiillbar.

(=) Sei z € A. Dann gibt es einen akzeptierenden Berechnungspfad o von M ().
Weist man nun jeder Variablen von F) gemil ihrer beabsichtigten Bedeutung
der Variablen aus Tabelle 13.1 einen « entsprechenden Wahrheitswert zu, dann
erfiillt diese Belegung jede Teilformel von F}, also auch F) selbst. Somit ist
F, € SAT.

(<) Sei nun F, € SAT. Dann gibt es eine Belegung 7, die F) erfiillt. Die Va-
riablen state, ;, head;; und tape, ; , von F,, koénnen gemifl 7 als eine Folge
Ko, K1, ..., Kp») von Konfigurationen von M (z) entlang eines Berechnungs-
pfades interpretiert werden. Da 7(F,) = 1, muss 7 jede Teilformel von F,
erfiillen. Somit gilt:

e 7(S) = 1 impliziert, dass K, die Startkonfiguration von M () ist,
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o 7(Uy) = 7(Uy) = 7(K) = 1 impliziert, dass K;_; Fy; K; fiir jedes ¢ mit
1 <t < p(n) gilt, und

e 7(E) = 1 impliziert, dass K, eine akzeptierende Endkonfiguration von
M (z) ist.

Folglich ist x € A.
Die Aquivalenz (13.1) ist gezeigt.

Es bleibt zu zeigen, dass F). in polynomieller Zeit berechenbar ist.

Der Aufwand zu Erzeugung von F, ist offenbar linear in der Lénge von F,.

S| € Opm)
|Ui| € O((p(n))*)
1Us| € O((p(n))?)
|El € O()
K] € O((p(n)*)
[F.| € O((p(n))’)
Damit ist der Satz bewiesen. |

Da die im Beweis von Satz 13.4 konstruierte Boolesche Formel F) sogar in KNF ist
bzw. ohne zu groBe Aufblihung der Formel in KNF gebracht werden kann, erhalten wir
die folgende Folgerung.

Korollar 13.6 KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Bemerkung 13.7 Die bekannten deterministischen Algorithmen zur Berechnung von SAT
(z.B. systematisches Durchprobieren aller Belegungen) haben alle eine Zeitkomplexitdt von
200" Da nach Satz 13.4 jede Sprache L € NP auf SAT reduziert werden kann (VL € NP :
L <P SAT), kann die deterministische Zeitkomplexitcit von L nach oben durch op(n) fiir ein
Polynom p abgeschditzt werden (s. Beweis von Lemma 13.2).
Das heift,
NP C | ] TIME(2"™).
pG]POl



