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Kontextsensitive und £y-Sprachen

CF versus CS

Theorem
CF ist echt in CS enthalten.

Beweis:

@ Nach dem Pumping-Lemma flr kontextfreie Sprachen ist

L={a"b"c™|m=>1}
nicht kontextfrei.

@ Andererseits ist L kontextsensitiv, wie die Grammatik aus einem
friiheren Beispiel zeigt.

@ Somitist L € CS — CF, also CF c CS. Q

Ziel: Automatenmodelle flir CS und fir £g.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschinen

@ Ein grundlegendes, einfaches, abstraktes Algorithmenmodell ist
die Turingmaschine, die 1936 von Alan Turing (1912 bis 1954) in
seiner bahnbrechenden Arbeit “On computable numbers, with an
application to the Entscheidungsproblem” eingeflihrt wurde.

@ Wir betrachten wieder zwei Berechnungsparadigma:

@ Determinismus und
@ Nichtdeterminismus.

@ Es ist zweckmaBig, zuerst das allgemeinere Modell der
nichtdeterministischen Turingmaschine zu beschreiben.
Deterministische Turingmaschinen ergeben sich dann sofort als
ein Spezialfall.

@ PDAs und somit auch NFAs und DFAs sind spezielle TMs.



Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschinen: Modell und Arbeitsweise

finite
control

Eingabeand Kopf

EEEEEEEENNREULEBEEEEEEEEEE

Arbeitsband Kopf
[olpls|s|T]t[n][1][e[r|w|I|r|D[c[E[a[R][B[E|I|T]E[T[O]

Abbildung: Eine Turingmaschine

@ Eine Turingmaschine ist ausgestattet mit:
@ k beidseitig unendlichen Arbeitsbandern,
o die in Felder unterteilt sind,
@ in denen Buchstaben oder das 0-Symbol stehen kénnen.
e Das O-Symbol signalisiert ein leeres Feld.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschinen: Modell und Arbeitsweise

@ Auf den Arbeitsbandern findet die eigentliche Rechnung statt.
@ Zu Beginn einer Rechnung:

o steht das Eingabewort auf dem Eingabeband, und

o alle anderen Felder enthalten das O-Zeichen.

@ Am Ende der Rechnung erscheint das Ergebnis der Rechnung auf

dem Ausgabeband.
@ Auf jedes Band kann je ein Schreib-Lese-Kopf zugreifen. Dieser
kann in einem Takt der Maschine
o den aktuell gelesenen Buchstaben iberschreiben und dann
@ eine Bewegung um ein Feld nach rechts oder
@ links ausfuhren oder aber
@ auf dem aktuellen Feld stehenbleiben.
o Gleichzeitig kann sich der aktuelle Zustand der Maschine andern,
den sie sich in ihrem inneren Gedéachtnis (“finite control”) merkt.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Nichtdeterministische Turingmaschine: Syntax

Definition
Eine (nichtdeterministische) Turingmaschine mit k Bandern (kurz
k-Band-TM) ist ein 7-Tupel M = (¥,T,Z, 4, 29,0, F), wobei
@ Y das Eingabe-Alphabet ist,
@ [ das Arbeitsalphabet mit ¥ C T,
@ Z eine endliche Menge von Zustanden mit ZNT = 0,
§:Z x Tk 5 9B(Z x TK x {L, R, N}¥) die Uberfiihrungsfunktion,

Zy € Z der Startzustand,

°
o
@ O eI — X das ,Blank‘-Symbol (oder Leerzeichen) und
@ F C Z die Menge der Endzustande.
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Deterministische Turingmaschine: Syntax

Definition
Der Spezialfall der deterministischen Turingmaschine mit k Bandern

ergibt sich, wenn die Uberfiihrungsfunktion § von Z x ' nach
Z x TK x {L, R, N} abbildet.

Bemerkung:

@ Fir k = 1 ergibt sich die 1-Band-Turingmaschine (1-Band-TM).

@ Jede k-Band-TM kann durch eine 1-Band-Turingmaschine
simuliert werden, wobei sich die Rechenzeit héchstens quadriert.

@ Spielt die Effizienz eine Rolle, kann es dennoch sinnvoll sein,
mehrere Bander zu haben.

@ Wir beschranken uns im Folgenden auf 1-Band-Turingmaschinen.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschine: Arbeitsweise

@ Statt (Z/,b,x) € 6(z,a) mitz,zZ2 e Z, x e {L,R,N}, a,beTl
schreiben wir kurz:
(z,a) = (Z,b,x),

oder (wenn es keine Verwechslungen geben kann):

za — Z'bx.

@ Dieser Turingbefehl bedeutet: Ist im Zustand z der Kopf auf einem
Feld mit aktueller Inschrift a, so wird:
@ adurch b Uberschrieben,
o der neue Zustand z’ angenommen und
e eine Kopfbewegung geman x € {L, R, N} ausgefihrt (d.h., ein Feld
nach Links, ein Feld nach Rechts oder Neutral, also
Stehenbleiben).
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschine: Semantik

@ Turingmaschinen kann man sowohl als Akzeptoren auffassen, die
Sprachen (also Wortmengen) akzeptieren,

@ als auch zur Berechnung von Funktionen benutzen.

@ In diesem Abschnitt betrachten wir Turingmaschinen als
Akzeptoren;

@ die Funktionsberechnung einer Turingmaschine wird spater
definiert.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschine: Semantik

Definition
@ Eine Konfiguration einer TM M = (X,1,Z. 4, zy, 0, F) ist ein Wort

kel*zr-.

Dabei bedeutet k = az3, dass
e «f die aktuelle Bandinschrift ist (also das Wort auf dem bereits
vom Kopf besuchten Teil des Bandes),
o der Kopf auf dem ersten Symbol von g steht und
@ z der aktuelle Zustand von M ist.
@ Auf der Menge &y, = "™ ZI* aller Konfigurationen von M definieren
wir eine binare Relation F;; wie folgt.
Intuitiv gilt k -y, k" fir k, k' € &y genau dann, wenn k" aus k

durch eine Anwendung von § hervorgeht.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschine: Semantik
@ Formal: Firalle « = aja>---anund 8 = bybo---bpinl™ (m> 0,
n>1)und fir alle z € Z sei
a8z ---amz'chy - - by falls (z,b1) — (Z/,¢,N),m>0,n> 1

azBbm § aja---amcz’ba--- by falls (z,by) — (2/,¢,R), m>0,n>2
a1a---am-12'amche --- by falls (z,by) = (Z/,c,L),m>1,n>1.

Sonderfalle:
@ n=1und(z,b) — (2, ¢, R) (d.h., M lauft nach rechts, trifft auf 0):

aia - amzby by @@z - - amez' 0.
@ m=0und(z,by)— (Z,c,L) (d.h., MIauft nach links, trifft auf 0):
zbiby - by -y Z'0chy - - - by
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschine: Semantik

@ Die Startkonfiguration von M bei Eingabe x ist stets zyx.

@ Die Endkonfigurationen von M bei Eingabe x haben die Form azj
mit z € F und o, 8 € '*. M halt an, falls eine Endkonfiguration
erreicht wird, oder falls kein Turingbefehl mehr auf die aktuelle
Konfiguration von M anwendbar ist.

@ Sei ), die reflexive, transitive Hiille von .

@ Die von der TM M akzeptierte Sprache ist definiert durch

LM)={xex*|zox Fy azB mit z € Fund o, B € ['*}.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschine

Bemerkung:

@ Da im Falle einer nichtdeterministischen TM jede Konfiguration
mehrere Folgekonfigurationen haben kann, ergibt sich ein
Berechnungsbaum,

o dessen Wurzel die Startkonfiguration und
o dessen Blatter die Endkonfigurationen sind.

@ Die Knoten des Berechnungsbaums von M(x) sind die
Konfigurationen von M bei Eingabe x.

@ Fir zwei Konfigurationen k und k" aus £y gibt es genau dann
eine gerichtete Kante von k nach k’, wenn gilt:
ktuy kK.



Turingmaschine

@ Ein Pfad im Berechnungsbaum von M(x) ist eine Folge
ko l_Mk‘] I_Ml_Mkt I_M

von Konfigurationen, also eine Rechnung von M(x).

@ Der Berechnungsbaum einer nichtdeterministischen TM (NTM)
kann unendliche Pfade haben.

@ Im Falle einer deterministischen TM (DTM) wird jede Konfiguration
auBBer der Startkonfiguration eindeutig (deterministisch) durch ihre
Vorgangerkonfiguration bestimmt. Der Berechnungsbaum einer
DTM entartet zu einer linearen Kette

e von der Startkonfiguration zu einer Endkonfiguration, falls die
Maschine bei dieser Eingabe halt;
e andernfalls geht die Kette ins Unendliche.
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Turingmaschine: Beispiel

Beispiel: Betrachte die Sprache L = {a"b"¢" | n > 1}.
Eine Turingmaschine, die L akzeptiert, ist definiert durch

M = ({a’ bv C}v {a7 bv c, $7 D}a {20721 PR 726}7 57 Zp, O, {26})

(20,a) = (21,%,R) | (22,%) = (2,$%,R) | (z5,¢) = (z5,¢,L)
(z1,8) = (z1,a,R) | (23,¢) = (z3,¢,R) | (25,%) = (25,8$,L)
(z1,b) — (22,9, F") (z3,0) — (24,0,L) | (25,b) — (25, b,L)
(z1,9) = (21,8, R) | (24,%) = (23,%,L) | (z5,8)— (25,2, L)
(22,b) = (22,b,R) | (24,0) = (26,0, R) | (25,0) = (20,0, R)
(z2,C) — (23,$, R) | (z4,¢)+— (zs,c,L) | (20,%) — (20,9, R)

Tabelle: Liste ¢ der Turingbefehle von M fiir die Sprache L = {a"b"c" | n>1}



Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschine: Beispiel

Die folgende Tabelle gibt die Bedeutung der einzelnen Zustande von
M sowie die mit den einzelnen Zustanden verbundene Absicht an:

4 Bedeutung Absicht

Zy || Anfangszustand neuer Zyklus

z1 || ein a gemerkt néchstes b suchen

Zo || jeein a, b gemerkt nichstes € suchen

Z3 || jeein a, b, ¢ getilgt rechten Rand suchen

Z4 || rechter Rand erreicht | Zuriicklaufen und Test, ob alle a, b, C getilgt

Zs5 || Test nicht erfolgreich | Zuriicklaufen zum linken Rand und neuer Zyklus
Zg || Test erfolgreich Akzeptieren

Tabelle: Interpretation der Zustinde von M
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Turingmaschinen

Turingmaschine: Beispiel

Die (deterministische) Konfigurationenfolge von M bei Eingabe von
aabbcc ist:

Zpaabbce Fum $ziabbec Fp $azibbee yy $a$zobee -y $a$bzoce
$a$b$zsc Fu $a$b$czz0 by $asb$zsc  Hy $a$bzs$c Hyy - -
$zsasb$c Fuv zs$a$b$c Hy zs0%$a$bsc by zp$a$bsc +y $zpa$b$c
$$z,$b%Sc Fu $$$z16%c  Fpy $9%%5258C  Fpy $888820¢ 1y $599$$5 230
$$$9%249$ IVERE Fn 24999988y z4O$5988$ Hpy z$555%%
(Akzeptieren)
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Linear beschrénkte Automaten

Linear beschrankte Automaten

@ Linear beschrankte Automaten sind spezielle Turingmaschinen,
die nie den Bereich des Bandes verlassen, auf dem die Eingabe
steht.

@ Dazu ist es zweckmafig, den rechten Rand der Eingabe wie folgt
zu markieren (auf dem linken Rand steht der Kopf zu Beginn der
Berechnung sowieso und kann diesen im ersten Takt markieren):

@ Verdoppele das Eingabe-Alphabet ¥ zu & = ¥ U {5] acx}.

@ Reprasentiere die Eingabe aja; - - - a, € £+ durch das Wort
aya - an—1an

iber .
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Linear beschrénkte Automaten

Linear beschrankte Automaten

Definition
@ Eine nichtdeterministische TM M heif3t linear beschrankter
Automat (kurz LBA), falls fir alle Konfigurationen «.z3 und

o flr alle Worter x = a1a - --ap—1ap € X mit
Zpdias - an,1§n |—x/, aZB

gilt: |aB| = n, und
o flr x = A mit 2,0 3, azp gilt: of = 0.
@ Die vom LBA M akzeptierte Sprache ist definiert durch

Zpdido - - an_1§,, Hr, azB
LM)=_ ajap---a,_1an € T M

mitze Funda,8 el*
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Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik

Theorem

LeCS < L= L(M) fireinen LBA M.

Beweis: (=) Es sei L eine kontextsensitive Sprache und
G=(X,N,S P)

eine Typ-1-Grammatik mit L(G) = L.

Wir beschreiben den gesuchten LBA M fir L informal wie folgt.
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Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik

@ Eingabe x = aja> - - - ap.

©@ Wahle nichtdeterministisch eine Regel u — v aus P und suche
eine beliebiges Vorkommen von v in der aktuellen Bandinschrift
von M.

© Ersetze v durch u. Ist dabei |u| < |v|, so verschiebe entsprechend
alle Symbole rechts der Licke, um diese zu schlief3en.

© o Istdie aktuelle Bandinschrift nur noch das Startsymbol S, so halte
im Endzustand und akzeptiere;
e andernfalls gehe zu (2) und wiederhole.
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Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik

Die so konstruierte Turingmaschine M ist ein LBA, weil alle Regeln in
P nichtverkirzend sind.

Es gilt:

xe€L(G) <= esqgibteine Ableitung S x
< es gibt eine Rechnung von M, die diese

Ableitung in umgekehrter Reihenfolge simuliert
— xeLM).
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Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik
(<)

@ SeiM=(%,l,2Z,0,2),0F) ein LBA mit L(M) = L.
@ Ist x die Eingabe und ist k € Ry, = *ZI'* eine Konfiguration mit

ZoX Fpy K,
so0 mussen wir sichern, dass gilt:
k| < |x|.

@ Um Konfigurationen durch Wérter der Lange |x| darzustellen,
verwenden wir fir die zu konstruierende Typ-1-Grammatik G das
Alphabet

A=TU(ZxT).
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Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik

@ Beispielsweise hat die Konfiguration k = azbcd mit z € Z und
a,b,c,d €T Uber dem Alphabet A die Darstellung

k' = a(z, b)cd

und somit die L&nge 4 = |abcd|.

Zustand
z

Abbildung: Darstellung von Konfigurationen durch Woérter.
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Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik

@ Einen §-Ubergang von M wie etwa
(z,a) = (Z/,b,L)
kann man durch nichtverkiirzende Regeln der Form
c(z,a) — (Z,c)b

far alle ¢ € T beschreiben.
@ Die Menge aller solcher Regeln der Grammatik hei3e P'.
@ Esgilt fir alle k1, ko € Ky

ki Fip ko <= ki ko

wobei k,.’, i € {1,2}, die obige Darstellung der Konfiguration k;
bezeichnet und G’ die Grammatik mit Regelmenge P’ ist.
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Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik

@ Definiere G= (X, N, S, P) so

N = {S,AlU(AxX);

P = {S—A@&a)|acz}iu (1)
{A— A(a,a)|aex}U (2)
{A— ((20,a),a)|ac T} U (3)

(1. 8)(z. ) — (Br.a)(Ba.b)| 172 7 2 EF L
fira,be X

{((z,a),b) > b|ze F,acT,bex}U (5)

{(a,b) = blacT,bex} (6)

Offenbar ist G eine Typ-1-Grammatik.

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V 26/37



Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik

Die Idee hinter dieser Konstruktion von G ist die folgende:
@ Die Regeln (1), (2) und (3) ermoglichen Ableitungen der Form
Stg ((20,a1),a1)(a, @) - (an—1,an—1)(an; an).

Dabei ist

((20,a1),ar)(az, @) .- (an-1,an—1)(@n, an)

ein Wort mit n Buchstaben Gber dem Alphabet A x ¥ C N.
@ Jeder Buchstabe ist ein Paar. Dabei stellen
o die ersten Komponenten die Startkonfiguration dar:

Z0a1a - ap_18p = (20,a@1)an - an—1an
o und die zweiten Komponenten das Eingabewort
X = aias---an—14an-
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Linear beschrénkte Automaten
LBA versus Typ-1-Grammatik

@ Mit den Regeln der Form (4) simuliert G dann die Rechnung von
M bei Eingabe x = a1a» - - - a,_1an, wobei
o die Regeln aus P’ auf die ersten Komponenten der Paare
angewandt werden und
o die zweiten Komponenten unverandert bleiben.

Die Simulation der Rechnung von M(x) ist beendet, sobald eine
Endkonfiguration erreicht ist.

@ Regeln der Form (5) und (6) I6schen schlieBlich die ersten
Komponenten der Paare weg. Ubrig bleiben die zweiten
Komponenten, also das akzeptierte Eingabewort x.

@ Wird nie eine Endkonfiguration von M(x) erreicht, so kommen die
Léschregeln (5) der Grammatik G nie zur Anwendung.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Linear beschrénkte Automaten

LBA versus Typ-1-Grammatik

@ Zusammengefasst folgt aus der obigen Idee formal die
Aquivalenzenkette:
xelLM) =

S '_E ((20731)731)(3&32)‘"(an71,anf1)(énaan)

mit (1), (2) und (3)
(v1,@1) - - (=1, @k—1)((Z,7)> @) (Vk+1, @k+1) - - (V> @n)

mit (4), wobeize F, vy el,a €X
|—’é aias---ap =X

Fe

mit (5) und (6)
— xelL(G),

womit der Satz bewiesen ist.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Linear beschrénkte Automaten

TM versus Typ-0-Grammatik

Theorem

Le £y < L= L(M) fir eine Turingmaschine M.

Beweis: (=)
@ Wie im ersten Teil des Beweises des Satzes oben.

@ Da G nun nicht nur nichtverkirzende Regeln enthélt, erhalt man
i. A. keinen LBA, sondern eine TM.
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Linear beschrénkte Automaten
TM versus Typ-0-Grammatik

(<)
@ Man kann die gleiche Konstruktion wie im zweiten Teil des
Beweises des Satzes oben verwenden.

@ Da eine TM keine lineare Beschrankung auf dem Band hat,
kdénnen in Regeln vom Typ (4) Konfigurationen k mit |k| > | x|
aufgebaut werden. Solche Konfigurationen entsprechen Wértern
in G, die Nichtterminale der Form («, a) mit a = \ enthalten.

@ Um solche Nichtterminale wieder zu lI6schen, missen diese durch
A ersetzt werden, d.h., es werden verkirzende Regeln bendtigt.

@ Somit erhalten wir i. A. keine kontextsensitive, sondern eine
Grammatik vom Typ 0. Qa
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Linear beschrénkte Automaten
TM versus Typ-0-Grammatik

Bemerkung:

@ Im Satz oben ist es dabei gleichglltig, ob die TM M
deterministisch oder nichtdeterministisch ist.

@ Da man jede nichtdeterministische TM durch deterministische
TMs simulieren kann, folgt

£y = {L(M)| M ist eine deterministische TM}
= {L(M)| M ist eine nichtdeterministische TM}.

@ Im Gegensatz dazu ist es im Satz Uber LBA versus CS

wesentlich, dass der LBA M eine nichtdeterministische TM ist.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Linear beschrénkte Automaten

Erstes und zweites LBA-Problem

Bemerkung:
@ Bis heute offen ist das

Erste LBA-Problem: Sind deterministische und
nichtdeterministische LBAs aquivalent?

@ Hingegen ist das ebenfalls 1964 von Kuroda gestellte

Zweite LBA-Problem: Ist die Klasse der durch
nichtdeterministische LBAs akzeptierbaren Sprachen
komplementabgeschlossen?

inzwischen gelést worden, und zwar unabhangig und etwa
zeitgleich 1988 von Neil Immerman und Robert Szelepcsényi.
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Zusammenfassung

Charakterisierungen durch Automaten

Typ 3

regulare Grammatik
deterministischer endlicher Automat (DFA)
nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA)

regularer Ausdruck

deterministisch

LR(1)-Grammatik

kontextfrei deterministischer Kellerautomat (DPDA)
Typ 2 kontextfreie Grammatik
Kellerautomat (PDA)
Typ 1 kontextsensitive Grammatik
linear beschrankter Automat (LBA)
Typ O Typ-0-Grammatik

Turingmaschine (NTM bzw. DTM)
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Zusammenfassung

Determinismus vs. Nichtdeterminismus

Deterministischer | Nichtdeterministischer | aquivalent?
Automat Automat
DFA NFA ja
DPDA PDA nein
DLBA LBA ?
DTM NTM ja
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Kontextsensitive und £q-Sprachen Zusammenfassung

Abschlusseigenschaften

Typ 3 | det. kf. | Typ2 | Typ1 | Typ O
Schnitt ja nein nein ja ja
Vereinigung ja nein ja ja ja
Komplement ja ja nein ja nein
Konkatenation ja nein ja ja ja
Iteration ja nein ja ja ja
Spiegelung ja nein ja ja ja



Kontextsensitive und £q-Sprachen Zusammenfassung

Komplexitat des Wortproblems

Definition (Wortproblem)
Fari € {0,1,2,3} definieren wir das Wortproblem ftir
Typ-i-Grammatiken wie folgt:

Wort; = {(G, x) | G ist Typ-i-Grammatik und x € L(G)}

Typ 3 (DFA gegeben) | lineare Komplexitat

det. kf. lineare Komplexitat

Typ 2 (CNF gegeben) | Komplexitat O(n®) (CYK-Algorithmus)

Typ 1 exponentielle Komplexitat

Typ O unentscheidbar (d.h. algorithmisch nicht I6sbar)
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