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REG versus CF

Theorem
REG ist echt in CF enthalten.

Beweis:

@ Wirwissen: L = {a™b™| m > 1} ist nicht regular.

@ Andererseits ist L kontextfrei, wie die einfache kontextfreie
Grammatik G = ({a, b}, {S}, S, P) mit den Regeln

P={S— aSb| ab}

zeigt.
@ Somitist L € CF — REG, also REG C CF. Q
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen

Ziel: Vereinfachung kontextfreier Grammatiken (kurz kfGs).

Ausnahmeregelung fiir das leere Wort:
Far kfGs, und nur fir diese, erlauben wir A\-Regeln, d.h., Regeln der
Form A — )\, auch wenn A nicht das Startsymbol ist.

Dies kann manchmal wiinschenswert sein.
Far kfGs kann man dies 0.B.d.A. zulassen, denn A-Regeln kdnnen
ungestraft wieder entfernt werden.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: \-freie Grammatik

Definition (\-freie Grammatik)
Eine kfG G = (X, N, S, P) hei3t A-frei, falls in P keine Regel

A— A

mit A # S aulftritt.

Theorem

Zu jeder kfG G (mit \-Regeln) gibt es eine \-freie kfG G' mit

L(G) = L(G).
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: \-freie Grammatik

Beweis: Der Beweis beruht auf folgender Konstruktion:

Gegeben: kfG G = (X, N, S, P) mit A-Regeln; 0.B.d.A. sei A € L(G)
(andernfalls ist die Sonderregel fiir A anzuwenden).

Gesucht: A-freie kfG G' mit L(G) = L(G).
Konstruktion: @ Bestimme die Menge
Nyx={AeN|Ar; A}

sukzessive wie folgt:

(a) Ist A— X eine Regel in P, soist A € N.
(b) Ist A— AjAs--- A, eine Regel in P mit kK > 1 und
Aie Ny firallei,1 <i<k,soist Ae N,.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: \-freie Grammatik

© Fuge flr jede Regel der Form
B— uAv mitBe N,Ac Nyunduv e (NUX)"

zusatzlich die Regel
B— uv

zu P hinzu.

© Entferne alle Regeln A — )\ aus P.

Schritt 2 muss auch flr neu generierte Regeln iterativ angewendet
werden.
Dies ergibt die gesuchte A-freie kfG G’ mit L(G) = L(G'). a
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: \-freie Grammatik

Beispiel: Wir betrachten die Grammatik G = (X, N, S, P) mit
@ dem terminalen Alphabet ¥ = {0, 1},
@ dem nichtterminalen Alphabet N = {S,A, B, C,D, E} und
@ der Regelmenge

P = { S— ABD,
A— ED| BB,
B— AC | A,
C — A
D — 0,
E—1 }.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: \-freie Grammatik

@ Bestimme fiir die Grammatik G nun gemafn dem Beweis des
obigen Satzes die Menge N,:

(@ Nrx={B,C}, daB—XePundC—\eP;
(b) Ny ={A,B,C}, daA— BBeP.

@ Ergénze die Regeln geman dem zweiten Schritt der Konstruktion
im Beweis dieses Satzes, der iterativ auch auf neue Regeln
anzuwenden ist.

© Entferne alle Regeln
A— A

mit A e N aus P.



Normalformen: A-freie Grammatik
Wir erhalten eine kontextfreie Grammatik
G =(%,{S,AB,C,D,E},S,P)

mit
P = { S—ABD|BD|AD|D,

A— ED | BB| B,

B— AC|A|C,

D — 0,

E—1 }

und L(G) = L(G).
(Die Regeln B — AC und B — C sind uberflissig, da C auf keiner
linken Seite einer Regel steht, und kdnnen wieder entfernt werden.)
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: Eliminierung einfacher Regeln

Definition (Einfache Regel)
Regeln A — B heif3en einfach, falls A und B Nichtterminale sind. J

Theorem

Zu jeder kfG G gibt es eine kG G' ohne einfache Regeln, so dass

L(G) = L(G).
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: Eliminierung einfacher Regeln

Beweis: Der Beweis beruht auf folgender Konstruktion:

Gegeben: kfG G = (%, N, S, P) (mit einfachen Regeln).
Gesucht: kfG G’ ohne einfache Regeln, so dass L(G) = L(G').

Konstruktion: @ Entferne alle Zyklen
B1 — Bg, Bg — B3, ey Bk_1 — Bk, Bk — B1

mit B; € N und ersetze alle B; (in den verbleibenden
Regeln) durch ein neues Nichtterminal B.
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Normalformen: Eliminierung einfacher Regeln
© Nummeriere die Nichtterminale als {A1, Az, ..., An} so, dass aus
A — A folgt: i < .

Q@ Firk=n-1,n-2,...,1 (rickwarts!) eliminiere die Regel
Ax — A, mit k < £ so:
Sind die Regeln mit A, als linker Seite gegeben durch

Ag—>U1|U2|--~|Um,
so entferne Ax — A, und fage die folgenden Regeln hinzu:
Ak—>U1’U2"”’Um.

Dies liefert die gesuchte kfG G’ ohne einfache Regeln mit
L(G) = L(G). a
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: Eliminierung einfacher Regeln

Beispiel: Betrachte die Grammatik G = (X, N, S, P) mit
@ dem terminalen Alphabet © = {0, 1},
@ dem nichtterminalen Alphabet N = {S, A, B, C, D} und

@ der Regelmenge

P = { S—A|0C|00|0000,
A— BJ|11,
B—C|1,
C — D,
D—B }.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: Eliminierung einfacher Regeln

@ Entferne alle Zyklen Uiber Nichtterminalsymbole geman dem
Beweis des Satzes.
B— C, C— D, D— Bwerden entfernt und alle Vorkommen
von B, C, D in den restlichen Regeln werden durch B ersetzt:

Py = { S—A|0B|00 0000,
A— B|11,
B—1 }.

© Nummeriere die Nichtterminalsymbole: S (1), A (2), B (3).
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Normalformen: Eliminierung einfacher Regeln

© Eliminiere Regeln wie folgt:

(a) A — Bwird entfernt und dafir A — 1 hinzugeflgt;
(b) S — A wird entfernt und dafir S — 11 und S — 1 hinzugeflgt:

PP = { S—1]11|0B|00| 0000,
A—1]11,
B—1 }.
Die so erhaltene Grammatik G = (X, N, S, P’) erfiillt
L(G) = L(G).
Q
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Chomsky-Normalform

Definition (Chomsky-Normalform)
Eine kfG G = (X, N, S, P) mit A ¢ L(G) ist in Chomsky-Normalform
(kurz CNF), falls alle Regeln in P eine der folgenden Formen haben:
@ A—-BCmitA B,C < N,
@ A—amitAe Nundac . )

Theorem
Zu jeder kfG G mit A ¢ L(G) gibt es eine kfG G' in CNF, so dass gilt:

L(G) = L(G).
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Chomsky-Normalform

Beweis: Der Beweis beruht auf folgender Konstruktion:
Gegeben: M-freie kiG G = (¥, N, S, P) ohne einfache Regeln;
A € L(G).
Gesucht: kfG G’ in CNF mit L(G) = L(G).
Konstruktion: @ Regeln A— amit A€ Nund a € ¥ sind in CNF und
werden Ubernommen. Betrachte im Folgenden nur
noch die restlichen Regeln; diese sind von der Form:

A—x mitxe (NUX)*und |x| > 2.

@ o Fiige filr jedes a € X ein neues Nichtterminal B, zu

N hinzu,
e ersetze jedes Vorkommen von a € ¥ durch B, und

o flige zu P die Regel B; — a hinzu.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Chomsky-Normalform

© Nicht in CNF sind nun nur noch Regeln der Form

A— BiB,>--- Bk, wobei k> 3 und jedes B; ein Nichtterminal ist.

Jede solche Regel wird ersetzt durch die Regeln:

A — B1Cg,
Co — BCs,

Ck2 — Bk 2Ck 1,
Ck—1 — Bx_1Bk,

wobei Cs, Cs, ..., Cx_1 neue Nichtterminale sind.

Dies liefert die gesuchte Grammatik G’ in CNF mit L(G) = L(G'). Q
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Chomsky-Normalform: Beispiel

Beispiel: Wir betrachten die transformierte Grammatik aus dem
vorigen Beispiel. O.B.d.A. entfernen wir die Regeln

A—1]11

und das Nichtterminal A und erhalten die Grammatik G = (X, N, S, P)
mit

@ dem terminalen Alphabet ¥ = {0, 1},

@ dem nichtterminalen Alphabet N = {S, B} und

@ der Regelmenge

P = { S—1]11|08|00 0000,
B—1 }.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Chomsky-Normalform: Beispiel

@ Regeln A— amit A€ Nund a € X sind in CNF und werden
tbernommen. Diese zwei Regeln werden also tbernommen:

S—1 und B-—1.

@ Wir fihren zwei neue Nichtterminalsymbole ein, X; und X, und
erhalten die folgende Regelmenge:

Pro= { S—=11XX1|XB| XoXo | XoXoXoXo,
B—1,
X; — 1,
Xo—0 }.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Chomsky-Normalform: Beispiel

© Noch nicht in Chomsky-Normalform ist die Regel
S — XoXoXoXo-
Diese Regel ersetzen wir durch die drei Regeln
S—= XoCoy, Co— XpCs, C3— XpXo,

wobei C, und C3 neue Nichtterminalsymbole sind.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Chomsky-Normalform: Beispiel

Wir erhalten die Grammatik G' = (X, N, S, P’) mit
e > ={0,1},
e N ={S,B, Xy, X1, Co, C3} und
@ Regelmenge
Pr= { S=1]1XX|XB| XX | XoCa,
Co — XpCs,
Cz — XoXo,
B—1,
X1 —1,
Xo—0 }
in CNF mit L(G) = L(G).
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Chomsky-Normalform

Bemerkung: Es sei G eine Grammatik in Chomsky-Normalform,
w e L(G)und w # A\

@ Jede Ableitung von w in G besteht aus genau 2|w| — 1 Schritten.
Es wird (|w| — 1)-mal eine Regel der Form

A— BC
angewandt und |w|-mal eine Regel der Form
A—a

@ Jeder Syntaxbaum fir w in G ist ein Binarbaum.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Greibach-Normalform

Definition (Greibach-Normalform)

Eine kontextfreie Grammatik G = (X, N, S, P) mit A € L(G) istin
Greibach-Normalform (kurz GNF), falls jede Regel in P die folgende
Form hat:

A—aBiB,---Bx mitk>0undA,Bie Nundac x.

Theorem
Zu jeder kiG G mit \ ¢ L(G) gibt es eine kfG G' in GNF, so dass

L(G) = L(G).

ohne Beweis
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Greibach-Normalform: Beispiel

Beispiel: Die Grammatik G = (X, N, S, P) mit
e X ={0,1},
e N={S,A} und
@ Regelmenge
P = { S—0A|0SA,
A—1 }

ist offensichtlich in Greibach-Normalform, und es gilt

L(G) = {0™M" | n>1}.
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Greibach-Normalform: Beispiel
Beispiel: Die Grammatik G = (X, N, S, P) mit
e Y ={0,1},
e N={S A B}und
@ Regelmenge

P = { S—0A|1B|0SA|1SB,
A—0,
B—1 }

ist offensichtlich in Greibach-Normalform, und es gilt

L(G) = {x sp(x) | x € {0,1}T}.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Greibach-Normalform

Bemerkung: Grammatiken in GNF unterscheidet man bezlglich der
Langen der rechten Seiten der Produktionen.

@ Man kann zeigen, dass sich jede kontextfreie Grammatik in eine
aquivalente kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform
transformieren lasst, so dass fir alle Regeln

A—>aB1Bg-~Bk

stets k < 2 gilt.

@ FUr den Spezialfall k € {0, 1} erhalten wir gerade die Definition
rechtslinearer Grammatiken.
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Kontextfreie Sprachen Normalformen

Greibach-Normalform

Bemerkung: Es sei G eine Grammatik in Greibach-Normalform,
w € L(G) und w # A. Dann besteht jede Ableitung von w in G aus

genau |w| Schritten.
(Es wird in jedem Ableitungsschritt genau ein Terminalsymbol von w

abgeleitet.)
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma
Ziel: Nachweis, dass bestimmte Sprachen nicht kontextfrei sind.

Theorem (Pumping-Lemma fUr kontextfreie Sprachen)
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine (von L abhédngige)

Zahl n > 1, so dass sich alle Wérter z € L mit |z| > n zerlegen lassen
in

Z = Uvwxy,
wobei gilt:
Q |vx|>1,
Q |vwx| <n,
Q (Vi>0)[uv'wx'y € L].
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis

Beweis:

@ Es sei L eine kontextfreie Sprache. Wir setzen voraus, dass \ ¢ L.

@ Essei G=(X,N,S, P) eine kfG fir L in CNF mit k
Nichtterminalen.
@ Wir wahlen n = 2k+1,
@ Sei z € L ein beliebiges Wort mit |z| > n.
@ Der Syntaxbaum B der Ableitung
Skgz
ist (bis auf den letzten Ableitungsschritt) ein Binarbaum mit

|Z‘ > n:2k+1

Blattern.
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis: Lemma Uber Binarbaume

Lemma

Jeder Bindrbaum By mit mindestens 2 Bléattern besitzt mindestens
einen Pfad der Ldnge? mindestens k.

“Die Lange eines Pfades ist die Anzahl seiner Kanten.
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Pumping-Lemma: Beweis: Lemma Uber Binarbaume

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion Gber k gefihrt.

Induktionsanfang: k = 0. Jeder Bindrbaum By mit mindestens
20 — 1 Blatt besitzt mindestens einen Pfad der Lange mindestens 0.

Induktionsschritt: k — k + 1. Die Behauptung gelte fiir k.

@ Betrachte einen beliebigen Bindrbaum By 1 mit mindestens 2+
Blattern.

@ Mindestens einer seiner Teilbdume hat mindestens 25+' /2 Blatter
(sonst hatte By weniger als

k+1 k+1
2T 2T ok
2 2
Blatter); sei By dieser Teilbaum.
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis: Lemma Uber Binarbaume

@ Nach Induktionsvoraussetzung gibt es in By einen Pfad o der
Lange mindestens k.

@ Verlangert man « zur Wurzel von By, 1, so ergibt sich ein Pfad der
Lange mindestens k + 1 in By 1.

By By 41
® Pfad o
Induktionsanfang Induktionsschritt
Abbildung: Beweis des Lemmas Uber Binarbdume Qa
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Pumping-Lemma: Beweis

Weiter im Beweis des Pumping-Lemmas.
@ Im Syntaxbaum B der Ableitung
Skgz
gibt es nach obigem Lemma einen Pfad der Lange mindestens
k+1.

@ Fixiere einen solchen Pfad o maximaler Lange.

@ Nach Wahl von
n— 2k+1

muss es wegen ||N|| = k auf einem solchen Pfad «« maximaler
Lange ein Nichtterminal A geben, das doppelt vorkommt.
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis

@ Denn:
e Ein Pfad mit Lange k + 1 hat k + 2 Knoten, davon darf der letzte ein
Blatt sein.
o Die restlichen k + 1 Knoten sind mit Nichtterminalen beschriftet.

@ Diese beiden Vorkommen von A kénnen so gewahlt werden, dass
die ersten beiden Eigenschaften des Pumping-Lemmas erfullt
sind.

@ Dazu bestimmen wir dieses doppelte Vorkommen von A auf o von
unten nach oben so, dass das obere A hochstens k 4+ 1 Schritte
von der Blattebene entfernt ist.

@ Die Teilbaume unter diesen A induzieren eine Zerlegung von

Z = uvwxy.
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis

S S F* uAy
Pfad o
A" VAX
A AF*w
z=|u|v| w X |y

Abbildung: Auf einem Pfad « der Lange mindestens k + 1 muss es ein
Nichtterminal A geben, das doppelt vorkommt.

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik IV 36/112



Pumping-Lemma: Beweis

Wir verifizieren die drei Aussagen des Pumping-Lemmas.

@ Da G in CNF ist, muss das obere A mittels einer Regel
A— BC
weiter abgeleitet werden. Also ist
lvx| > 1.

© Da das obere A héchstens k + 1 Schritte von der Blattebene
entfernt ist, gilt
lvwx| < 2K+ = p,
Dies folgt wieder aus dem Lemma tber Binarbaume:
Hétte der Teilbaum unter dem oberen A mehr als 2k+1 Blatter, so
gabe es unter ihm einen Pfad der Lange > k + 1, Widerspruch.
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis

© Dies folgt daraus, dass stets ein Wort in L abgeleitet wird, wenn
bei der Ableitung von z die Schritte zwischen den beiden
Vorkommen von A

e entweder weggelassen (i = 0)
o oder beliebig oft wiederholt (i > 1) werden.

Also gilt:
(Vi > 0) [uv'wx'y e 1].

Das Pumping-Lemma flir kontextfreie Sprachen ist bewiesen. Q
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Pumping-Lemma
Bemerkung: Man beachte, dass das Pumping-Lemma keine
Charakterisierung von CF liefert, sondern lediglich eine Implikation:
LeCF = (3n>1)(Vzel,|z|>n)(3u,v,w,Xx,y € ¥)
[z=uvwxy A (1) A (2) A (3)].

Alle Sprachen

Kontextfreie
Sprachen

Sprachen nach PL
nicht kontextfrei
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

Behauptung: L= {a”b™c™| m > 1} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Der Beweis wird indirekt gefihrt.
@ Angenommen, L € CF.

@ Sei ndie Zahl, die nach dem Pumping-Lemma fiir L existiert.

@ Betrachte das Wort
z=ap"c"

mit |z| =3n > n.
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

@ Daze L, lasstsich zsoin
z =uvwxy = a'b"c"
zerlegen, dass qilt:
@ |vwx| < n, d.h., vx kann nicht aus a-, b- und c-Symbolen bestehen
(vx kann also héchstens zwei der drei Symbole a, b, ¢ enthalten);

Q |vx| >1,d.h., vx # )

Q (vi>0)[uv'wx'y € L].
@ Insbesondere gqilt fir i = 0:

0

uwxPy = uwy € L,

im Widerspruch zur Definition von L, denn wegen der obigen
Eigenschaften kann uwy nicht die Form a™b™c™ haben.
@ Also ist die Annahme falsch und L nicht kontextfrei. Q
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

Behauptung: L = {0P | p ist Primzahl} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Der Beweis wird indirekt geflihrt.
@ Angenommen, L € CF.

@ Sei ndie Zahl, die nach dem Pumping-Lemma fir L existiert und
p > neine Primzahl.

@ Betrachte das Wort
z=0F

mit |z| = p > n.
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

@ Daz e L, lasstsich zsoin
z = uvwxy = 0P

zerlegen, dass gilt:
Q@ |vwx| < n,
Q |vx|>1und
Q (vi>0)[uvwx'y € L].
@ Insbesondere gilt fir i = p+ 1:
P T wxPHy| = Juvwxy| + VP + [XP| = p+p(|v| + [x])
= p+p(lvx]) = p(1+|vx|).
Da |vx| > 1, ist |uvPH wxP+1y| keine Primzahl, im Widerspruch

zur Definition von L.

@ Also ist die Annahme falsch und L nicht kontextfrei. Q
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Kontextfreie Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

Behauptung: L = {0™ | m ist Quadratzahl} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Siehe Ubungen. Q
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Kontextfreie Sprachen Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Abschlusseigenschaften von CF

Theorem

CF ist abgeschlossen unter
@ Vereinigung,
@ Konkatenation,
@ [teration und
@ Spiegelung,
ist jedoch nicht abgeschlossen unter
@ Schnitt,

@ Komplement und

@ Differenz.

v
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Kontextfreie Sprachen Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Abschlusseigenschaften von CF: Beweis
Beweis: Seien L; und L, kontextfreie Sprachen und
Gi = (X, N;, S, P),
wobei i € {1,2}, zwei kontextfreie Grammatiken mit Ny N N> = () und
L(G) = L;.
Im Folgenden sei S ¢ Ny U N> ein neues Nichtterminal.
@ Vereinigung: Die Grammatik
G=(E,NfUN,U{S},S,P1UPU{S — S1 | Sz})

leistet
L(G) =LiU L.
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Kontextfreie Sprachen Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Abschlusseigenschaften von CF: Beweis

@ Konkatenation: Die Grammatik
G= (Z,N1 UN> U {S},S, PiUP>U {S—> 8132})

leistet
L(G) = Ly L,.

@ /teration: Die Grammatik
G= (Z,N1 U{S},S,P1 U{S% A ‘ 51,5 — 8181}— {81 — /\})

leistet
L(G) = (L1)".
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Kontextfreie Sprachen Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Abschlusseigenschaften von CF: Beweis

@ Spiegelung: Es sei G = (X, N, S, P) eine kontextfreie Grammatik
in CNF, d.h., alle Regeln in G sind von der Form

A— BC oder A— a,

wobei A,B,Cc Nundacx.
Um die gespiegelten Worter zu erzeugen, drehen wir die rechten
Seiten in Regeln der Form

A— BC

um.
Wir erhalten durch G' = (£, N, S, P") mit

P={A—-CB|A—-BCecPlUu{A—al|A—acP}

eine kontextfreie Grammatik in CNF mit L(G') = sp(L(G)).
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Kontextfreie Sprachen Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Abschlusseigenschaften von CF: Beweis

@ Schnitt: Die Sprachen
A={abd|ij>1} und B={abd|ij>1}

sind beide kontextfrei, jedoch (nach dem Pumping-Lemma) nicht
ihr Durchschnitt
AnB={ab'c'|i>1}.
@ Komplement: folgt nach de Morgan aus dem Abschluss unter
Vereinigung und dem Nicht-Abschluss unter Schnitt:

ANB=AUB.

@ Differenz: folgt nach A = ¥* — A aus dem Nicht-Abschluss unter
Komplement. Q
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen
Abschluss von CF unter Schnittbildung mit REG

Theorem

CF ist abgeschlossen unter Schnittbildung mit REG: Es seien Ly eine
kontextfreie Sprache und L, eine reguldre Sprache. Dann ist

LyNLs

eine kontextfreie Sprache.

Beweis:

@ Essei G=(X,N,S, P) eine kontextfreie Grammatik in
Chomsky-Normalform mit Ly = L(G).

e M=(X,Z,6,2y, F) seiein DFAmit Z = {z,...,2z,}, so dass
Lo = L(M).
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen
Abschluss von CF unter Schnittbildung mit REG

@ Wir definieren die Grammatik G = (%, N, S‘, 15) mit
o N={A;|furalle Ac N,0<ij<n}uU{S}und
o der Regelmenge

P = { A;j—ByCy firalleA—BCeP,0<ijk<n

Aj— a firalle A—acP,0<ij<n
und 6(z;, a) = z

S — Sy fir alle z; € F }
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Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen
Abschluss von CF unter Schnittbildung mit REG

@ Esqilt:
L(G)=LiN Ly
C Esseixc L(é), d.h., :\S l_G SOj l_*é X.
Durch Ignorieren der Indizierung der Nichtterminale
in der Ableitung Sy, I—g x, erhalten wir eine Ableitung
far x in der Grammatik G, also
X € Ly.

Die Indizierung impliziert, dass g(zo,x) € F, also
X € Ly.
O Nach Konstruktion von P.
Fertig. Q
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Kontextfreie Sprachen Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Ziel: Ein effizienter Algorithmus far das Wortproblem fiir kontextfreie
Grammatiken.

Definition (Wortproblem)

Fur i € {0,1,2,3} definieren wir das Wortproblem ftir
Typ-i-Grammatiken wie folgt:

Wort; = {(G, x) | G ist Typ-i-Grammatik und x € L(G)}.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
Bemerkung:

@ Spater werden wir sehen:
(a) Wortyg ist algorithmisch nicht I&sbar.

(b) Worty ist algorithmisch I6sbar, allerdings nur mit einem
exponentiellen Aufwand.

@ Wort, ist sogar effizient I6sbar, sofern die entsprechende kfG in
Chomsky-Normalform gegeben ist.

© Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami beruht auf der
Idee des dynamischen Programmierens.
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Kontextfreie Sprachen Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Algorithmenentwurf mit dynamischer Programmierung

@ Charakterisiere den Losungsraum und die Struktur einer
erwlnschten optimalen Losung.

@ Definiere rekursiv, wie sich eine optimale Lésung (und der ihr
zugeordnete Wert) aus kleineren optimalen Lésungen (und deren
Werten) zusammensetzt. Dabei wird das Bellmansche
Optimalitatsprinzip angewandt.

© Konzipiere den Algorithmus bottom-up so, dass firn=1,2,3, ...
tabellarisch optimale Teilldsungen (und deren Werte) gefunden
werden. Beim Finden einer optimalen Teilldsung k > 1 hilft dabei,
dass bereits alle optimalen Teillésungen der GréBe < k
bereitstehen.
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Kontextfreie Sprachen Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Das Bellmansche Optimalitatsprinzip

Die optimale Lésung eines Problems der GréBe n setzt sich
aus den optimalen Teillésungen der kleineren Teilprobleme
zusammen.

Bemerkung: Auch wenn das Wortproblem eigentlich nicht ein
Optimierungsproblem ist, Iasst sich dieses Prinzip hier anwenden.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
Idee des CYK-Algorithmus

Gegeben seien eine kfG
G=(X,N,S P)
in CNF und ein Wort x € *.

@ Hat
X=aex

die Lange 1, so kann es aus einem Nichtterminal A nur abgeleitet
werden, indem eine Regel der Form

A—a

angewandt wird.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
Idee des CYK-Algorithmus

@ Ist dagegen
X=ayaz---an

ein Wort der Lange n > 2, wobei a; € ¥, so ist x aus A nur
ableitbar, weil

@ zunachst eine Regel der Form
A— BC

angewandt wurde,
@ aus B dann das Anfangsstick von x und
e aus C das Endstlck von x abgeleitet wurde.

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V 58 /112



Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
Idee des CYK-Algorithmus

@ Es gibt also ein k mit 1 < k < n, so dass gilt: die Regel
A— BC
istin P und
BFgaiax---ax und Clgaki18ki2: - an.

@ Folglich kann das Wortproblem fir ein Wort x der Lange n
zurlckgefiihrt werden auf die Losungen des Wortproblems fiir
zwei kleinere Worter der Lange k und n — k.

@ Der Wert von k steht dabei nicht fest, sondern es ist jeder Wert
mit 1 < k < n méglich.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
Idee des CYK-Algorithmus

@ Mit dynamischer Programmierung

@ beginnen wir also bei der Lange 1 und untersuchen systematisch
alle Teilworter von x auf ihre mégliche Ableitbarkeit aus einem
Nichtterminal von G.

o All diese Information werden in einer Tabelle gespeichert.

o Wird nun ein Teilwort der LAnge m < nvon x untersucht, so stehen
die Teilinformationen tber alle kiirzeren Teilwdrter bereits zur
Verflgung.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
CYK-Algorithmus mit dynamischer Programmierung
Schritt 1: Lésungsraum und Struktur der Lésung: Sei G = (X, N, S, P)

eine gegebene kfG in CNF, und sei
X =adas---an

ein gegebenes Wort. Der Algorithmus von Cocke,
Younger und Kasami baut eine zweidimensionale Tabelle
T der GréBe n x n auf, so dass T(i,j) genau die
Nichtterminale A von G enthélt, so dass

AbG ajait - ajyj

gilt. Dabei werden nicht alle Matrixelemente von T
bendtigt; es genligt eine untere Dreiecksmatrix.
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Kontextfreie Sprachen Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

CYK-Algorithmus mit dynamischer Programmierung

Schritt 2: Herleitung der Rekursion: @ Fir1 </ < nist
T(i,0)={A€ N| A— aist Regel in P}.

@ Die weiteren Eintrage in die Tabelle werden Zeile fur
Zeile, von unten nach oben, bestimmt.
Farj=1,2,...,n—1enthdlt T(i,j) genau die
Nichtterminale A € N, fiir die es eine Regel

A— BC

in Pund ein k € {0,1,...,j— 1} (also in den
darunterliegenden Zeilen von T) gibt mit

BeT(,k) und CeT(i+k+1,j—k—1).
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Kontextfreie Sprachen Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

CYK-Algorithmus mit dynamischer Programmierung

@ Inhaltlich heif3t das, dass es eine Ableitung
Arg BC
gibt sowie darauf folgende Ableitungen
Brg aiait1---aik  und  Chg @ijk18itkr2 - Qitjs
insgesamt also

A Fa BC I—Z\ ajajy1 - -a,-+kC

FG  @i@it1 @ipkitk418ivk2 " @iy
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Kontextfreie Sprachen Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

CYK-Algorithmus mit dynamischer Programmierung

@ In der obersten Tabellenposition T(1,n — 1) steht nach Definition
das Startsymbol S genau dann, wenn gilt

SI—E a8z 814 (p—1) = @@z --an = X.

Also kann man die Entscheidung, ob x € L(G), daran ablesen, ob

S in der Position
T(1,n—1)

der Tabelle enthalten ist.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
CYK-Algorithmus in Pseudocode (Schritt 3)

CYK(G, x) { /] G=(X,N,S,P)istkfGin CNFund x = a1az---a, € L*
for (i=1,2,...,n) { T(i,0) ={Ac N| A— a;ist Regel in P}; }
for(j=1,2,...,n—=1){

for(i=1,2,...,n—j){
T(i,j) = 0;
for (k=0,1,...,/—1){
T(i,j) = T(i,j)U{A € N| es gibt eine Regel A — BC in P
und Be T(i,k)und Ce T(i+k+1,j—k—1)};

}

}
if(SeT(1,n—1)) return“x € L(G)";
else return “x &€ L(G)";

}
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
CYK-Algorithmus

Bemerkung:

@ Die Komplexitat des Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
ist wegen der drei ineinander verschachtelten for-Schleifen

o(n®).

@ Indem man riickverfolgt, weshalb das Startsymbol S schlief3lich in
die Tabellenposition T(1,n— 1) kommt, erhalt man den
Syntaxbaum der entsprechenden Ableitung.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
CYK-Algorithmus: Beispiel

Beispiel: Gegeben sei die Grammatik G' mit den folgenden Regeln:

S — ab | aSb | aSbb.

Umformen in CNF ergibt zunachst die Grammatik G” mit den Regeln:
S—AB|ASB|ASBB, A—a, B—b

und schlieBlich die Grammatik G in CNF mit den Regeln:

S

W > MmO O
+ 4Ll

J. Rothe (HHU Dusseldorf)
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AB| AC | DE,
SB,

AS,

BB,

a,

b.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
CYK-Algorithmus: Beispiel

Offenbar ist

L(G)={a"b" |1 <m<n<2m}.

Betrachte das Wort

X = aaabbbb

in ¥, wobei ¥ = {a, b}. Dieses Wort x gehért zu L(G), und eine
Ableitung (namlich die so genannte Linksableitung) ist:

S kg

DE Fg
aaCE Fa
aaaBBE g
aaabbBB g

J. Rothe (HHU Dusseldorf)

ASE
aaSBE
aaabBE
aaabbbB

Informatik IV

aSE e aACE
aaABBE

aaabbE

aaabbbb.
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Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami
CYK-Algorithmus: Beispiel

Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami erzeugt dann Zeile
fur Zeile, von unten nach oben, die folgende Tabelle:

i]1 2 8 4 5 6 7

6 ||S,C

55,0 C

41 DISC

3 S

2 D|C

1 S|E|E|E
O||A|A]| A B| B
jila a a b b b b

Der Eintrag S an der Position T(1,n — 1) signalisiert, dass
X = aaabbbb in L(G) ist.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten

Ziel: Automatenmodell zur Charakterisierung von CF.

Dazu erweitern wir das NFA-Modell um einen Speicher (Keller bzw.
Stack), der nach dem Lifo-Prinzip (,Last in — first out) arbeitet.

Schreib-/Lesekopf

Eingabewort

>
S
°

Lesekopf

Keller

Programm:

Uberfiihrungsfunktion
2 N
5

Abbildung: Ein Kellerautomat
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten

Definition (Kellerautomat (PDA))
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (kurz PDA fur push-down
automaton) ist ein 6-Tupel M = (X, T, Z, 6, zy, #), wobei

@ ¥ das Eingabe-Alphabet ist,

@ [ das Kelleralphabet,

@ Z eine endliche Menge von Zustanden,

@ 0:Z x (ZU{N\}) xT = Pe(Z x ') die Uberflihrungsfunktion
(Pe(Z x *) ist die Menge aller endlichen Teilmengen von Z x ),

@ zy € Z der Startzustand,

@ # € I das Bottom-Symbol im Keller.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten

Schreib-/Lesekopf

Eingabewort

A |top
X = a ;
A
Lesekopf B
B
Keller | B
/ / Programm: g
y Zustand Uberfuhrungsfunktion 2
z S °
#

Abbildung: Arbeitsweise eines Kellerautomaten
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten: Arbeitsweise

o ¢-Ubergénge (Z/, B1Bx - - - B) € 6(z, a, A) schreiben wir auch so:
zaA — Z’BiBs - - - By.

Dies heif3t: Wird
@ imZustand z € Z
e das Eingabesymbol a € ¥ gelesen und
o ist A € I das Top-Symbol im Keller,
so geht M Uber
@ in den Zustand 2/,
o der Lesekopf riickt ein Feld nach rechts auf dem Eingabeband und
o das Top-Symbol A im Keller wird ersetzt durch die Kellersymbole

BiBs--- B,

wobei B; das neue Top-Symbol ist.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten: Arbeitsweise

@ POP-Operation: Ist k =0 in
zaA — Z,B1 Bs--- Bk,

so wird A aus dem Keller ,gePOPY".

@ PUSH-Operation: Ist k =2 und BiB, = BAin
zaA — Z,B1 B--- Bk,

so wird B in den Keller ,gePUSHt".

@ z)\A — Z'B:B> - - - B; heiB3t dasselbe wie oben, nur dass hier kein
Eingabesymbol gelesen wird und der Lesekopf stehen bleibt.
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Unterschiede zwischen PDA und NFA

@ Akzeptierung erfolgt durch /eeren Keller statt durch Endzustand
(obwohl dies aquivalent auch moglich ware).

@ Takte (d.h. Rechenschritte) ohne Lesen eines Eingabesymbols
sind beim PDA mit Regeln der Form

ZMA — ZIB1BQ s Bk

mdglich. (Fir NFAs gibt es auch ein aquivalentes Modell mit
A-Ubergangen, so genannte A-NFAs.)

@ Daher ist auch nur ein Startzustand nétig (man kann, wenn
gewulnscht, von diesem in jeden anderen Zustand gelangen, ohne
ein Symbol der Eingabe zu verarbeiten).
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Sprache eines Kellerautomaten

Definition
SeiM=(X,I,Z,6,2zy,#) ein PDA.

@ Ry =2 x * x ' ist die Menge aller Konfigurationen von M.

@ Ist k = (2, a,y) eine Konfiguration aus £y, so ist im aktuellen Takt
der Rechnung von M:

@ z € Z der aktuelle Zustand von M;
@ «a € X* der noch zu lesende Teil des Eingabeworts;
@ ~ € I'* der aktuelle Kellerinhalt.

Fir jedes Eingabewort w € ¥* ist (2, w, #) die entsprechende
Startkonfiguration von M.

v
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Sprache eines Kellerautomaten

@ Auf Ry, definieren wir wie folgt eine binare Relation
|_M - ﬁM X RM.

@ Intuitiv: FOr k, k' € &y gilt k -y k' genau dann, wenn Kk’ aus k
durch eine Anwendung von § hervorgeht.

@ Formal: Flr Zustande z,z' € Z, Symbole ay, a»,...,a, € X und
Kellersymbole A1, Az, ..., Am, B, Bo, ..., B €T ist
(z,a182- - an, AtAz- - Am) b

(Z',a2---apn,B1By---BkAz- - Am)

falls (Z’, BiB--- Bk) S 5(2, ai, A1)
(Z',a1---an,BiBy---BkAz--- Am)

falls (Z/, BB --- Bk) S 5(2, )\,A1).
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Sprache eines Kellerautomaten

@ Sei ), die reflexive und transitive Hille von -y, d.h., fir
Kk, k' € 8y qgilt
kty K

genau dann, wenn k’ aus k durch endlich-fache Anwendung von §
hervorgeht.

@ Die vom PDA M akzeptierte Sprache ist definiert durch
LIM) ={w e X*| (20, w, #) F}y (z,A\,\) firein z € Z}.

Wir bezeichnen fir jedes z € Z die Konfiguration (z, A\, \) als
Endkonfiguration flir den PDA M.
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Kellerautomaten: Beispiel

Beispiel: Die Sprache
L={a""|m=>1}
ist kontextfrei. Ein Kellerautomat, der L erkennt, ist definiert durch
M= ({a, b}, {A #}.{20, 21}, 0,20, #),

wobei die Uberfiihrungsfunktion 6 durch die folgenden Regeln
gegeben ist:

Zoa# — ZoA# ZIAHE = Z1A
Z08aA — ZpAA | ZibA — Z4 )

ZobA = Z1A

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V 79/112



Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten: Beispiel

@ Beispielsweise ist aabb € L(M) = L, denn:

(z0,aabb,#) Fum (2o, abb, A#)
Fvo (20, bb, AAH#)
v (21, b, A#)
v (21,0, #)
Fv (21, A, 0)
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten: Beispiel

@ Andererseits ist abb ¢ L(M) = L, denn:

(20, abb,#) Fm (20, bb, A#)

l_M (217ba #)
F/\/1 (Z1,b, )‘)

und keine weitere Regel ist anwendbar, da der Keller leer ist, also
kein Top-Symbol existiert. Da die Eingabe jedoch nicht vollstandig
verarbeitet wurde, wird nicht akzeptiert.

@ Die Uberfiihrungsfunktion von M ist sogar ,deterministisch*
(die formale Definition kommt spater), denn jede Konfiguration hat
nur eine mogliche Folgekonfiguration.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten: Beispiel

Beispiel: Der folgende PDA ist jedoch ,echt nichtdeterministisch”:

M = ({a, b}, {A, B, #},{20,21},6, 20, #),

wobei die Uberflihnrungsfunktion § gegeben ist durch:

Zoa# — Z20A# | z0aA — Z\
Z0aA — ZgAA | zobB — z1 A
ZoaB — Z2pAB | oA # — A
Zob# — ZpB# | z1aA — zZ1A
ZobA — ZBA | z1bB — z1A
ZobB — zgBB | zZ1A# — Z4A
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten: Beispiel

Beispiel: Der folgende PDA ist jedoch ,echt nichtdeterministisch”:

M = ({a, b}, {A, B, #},{20,21},6, 20, #),

wobei die Uberflihnrungsfunktion § gegeben ist durch:

— Z0A# | 20aA — Z4A
Z0aA — ZgAA | zobB — z1 A
ZpaB — Z2AB - 1A
Zob# — ZpB# | z1aA — zZ1A
ZobA — ZBA | z1bB — z1A
ZobB — zgBB | zZ1A# — Z4A
J. Rothe (HHU Disseldor) Informatik IV
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten: Beispiel
@ Es gilt
LMy = {wsp(w) | w € {a,b}*},

wobei sp(w) die Spiegelung des Wortes w ist.

@ M hat nichtdeterministische Ubergange:

— ZoAA — 2 BB
ZpaA und ZzybB
— Z1A — Z1A

@ Der Nichtdeterminismus wird hier benétigt, um die Wortmitte zu
raten. Es gibt keinen deterministischen PDA, der L(M’) erkennt.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten: Beispiel

@ Drei mdgliche Folgen von Konfigurationen bei Eingabe abba sind:

F (z1,abba, \)
(20, abba, #) - (zo,bba, A#) + (zo,ba, BA#) - (20,2 BBA#) - (20, \, ABBA#)
F (21’a7A#)|_(Z],)\,#)F(Zh/\,)\)

o Der obere Pfad fUhrt zur Nicht-Akzeptierung, da das Eingabeband
nicht leer, aber ohne Top-Symbol im leeren Keller keine weitere
Regel anwendbar ist.

o Der mittlere Pfad fihrt zur Nicht-Akzeptierung, da der Keller nicht
leer, aber keine weitere Regel anwendbar ist.

o Der untere Pfad fUhrt zur Akzeptierung. (M wechselt nach
Abarbeitung der Halfte des Wortes in den Zustand z; und vergleicht
den Kellerinhalt zeichenweise mit der zweiten Halfte der Eingabe.)
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

Theorem

L ist kontextfrei < es gibt einen Kellerautomaten M mit L(M) = L.

Beweis: (=) Sei L € CF,und sei G = (%, N, S, P) eine kfG mit
L(G) = L.

Idee: @ Wir konstruieren einen Kellerautomaten M mit L(M) = L:
M= (X, NUX {z},6,2,S).

@ Der Kellerautomat M simuliert bei Eingabe x auf dem Keller
eine Linksableitung (d.h., es wird stets das am weitesten

links stehende Nichtterminal ersetzt) von x in G.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

Die Uberfiihnrungsfunktion 4 ist wie folgt definiert:
@ Ist A— geine Regelin Pmit Ac Nund g € (NUX)*, so sei

(z,9) € §(z,\, A).

Das heif3t, l1asst sich eine Regel der Grammatik auf das
Top-Symbol im Keller anwenden, so tue dies, ohne ein
Eingabesymbol zu lesen.

@ Firjedes a€ ¥ sei
(z,\) € §(z,a,a).
Das heif3t, ist das Top-Symbol im Keller ein Terminalzeichen a,

das auch links in der Eingabe steht, so wird a aus dem Keller
,0ePOPY".
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

Es qilt fir alle x € ©*:

x € L(G) Skgx

es gibt eine Folge von Konfigurationen von M mit
(z,x,S) Fp - Fm(Z,\ )

= (2,x,8)Fy(z,\ )

=

x € L(M).

—
—

Somit ist
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Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

(«=) Im Beweis der Riickrichtung dieser Aquivalenz wird eine kfG
G=(X,N,S P)
aus einem gegebenen PDA
M= (%,T,2Z,,zy,#)
konstruiert.
O.B.d.A. gelte k < 2 fir alle 5-Regeln der Form

zaA — Z/B1 B> - By.
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Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken
Denn gilt etwa k > 2 in einer §-Regel der Form

zaA — Z'ByBs - - - By,
dann wahle neue Zustande

Z1,22,...,2Zk-2

und ersetze diese d-Regel durch die folgenden neuen 6-Regeln:

zaA — Z Bk,1Bk

Z4ABy_1 — 2Bk _2Bk_1

Zk,ZABQ — Z/B1 B2.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

Um die Arbeitsweise des PDA M auf einem Wort x mittels einer
Grammatik G zu simulieren, verwenden wir in G Variablen

(Nichtterminale), die (bis auf das Startsymbol S) Tripel aus Z x I' x Z
sind, d.h.,

N={StuZxIxZ
Ist etwa (zp,7v,2,) € Nmit z;,z, € Zund v €T, so ist

@ z, € Z der Zustand vor einer Folge von Rechenschritten des
PDA M,

@ v € I das dabei verarbeitete Kellersymbol,

@ z, € Z der Zustand, wenn ~ aus dem Keller ,gePOPt* wird.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

Aus der Variablen (z;,~, z,) sollen alle Zeichenreihen erzeugt werden
kénnen, die bewirken, dass v vom Stack entfernt wird, wahrend der
Automat vom Zustand z,; in den Zustand z, Gbergeht.

Das heif3t, wir simulieren Zustands- und Kellerdnderung von M in den
Nichtterminalen von G.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

P besteht aus genau den folgenden Regeln, wobei stets
z,Z,z1,z2€Z, AB,Cel und acXU{A}qgil:
Q@ S (2,#,2) flrjedes z € Z.
Vom Startsymbol in G wollen wir alle Nichtterminale erreichen, die
bedeuten, dass der PDA M seinen Keller leert, wenn er mit der
Startkonfiguration beginnt.
(Der dabei erreichte Zustand z ist beliebig.)

Q (z,A,Z) — a falls (Z,)\) € §(z, a, A).
Falls der Kellerautomat die Méglichkeit hat, im Zustand z das
Zeichen a aus der Eingabe zu lesen, A aus dem Keller zu
entfernen und in Zustand Z’ (iberzugehen, so realisieren wir dies
durch die Regel (z, A, Z') — a in der Grammatik.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

Q (z,A,7Z)— a(z1,B, 7)), falls (z1,B) € 6(z, a, A).
Falls der Kellerautomat die Méglichkeit hat, im Zustand z das
Zeichen a aus der Eingabe zu lesen, A aus dem Keller zu
entfernen, B auf den Keller zu schreiben und in Zustand z;
Uberzugehen, so realisieren wir dies durch die Regeln
(z,A Z') — a(z1, B, Z') in der Grammatik.

Q (z,A,7Z)— a(z1,B, z2)(z0, C, 2'), falls (z1, BC) € §(z, a, A).
Falls der Kellerautomat die Méglichkeit hat, im Zustand z das
Zeichen a aus der Eingabe zu lesen, A aus dem Keller zu
entfernen, BC auf den Keller zu schreiben und in Zustand z;
Uberzugehen, so realisieren wir dies durch die Regel
(z,AZ) — a(z, B, z0)(22, C, Z) in der Grammatik.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

Die Regeln von G sind so beschaffen, dass eine Rechnung von M bei
Eingabe x durch eine Linksableitung von x simuliert wird.

Die Korrektheit der Regeln liefert das folgende Lemma:
Lemma
Fir alle (z,A,z') € N und alle x € ©* gilt:

(z,A,Z)Fg x <= (2,x,A) Fiy (Z, )\ N).
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Beweis des Lemmas

(«=) Der Beweis wird durch Induktion Uber die Anzahl n der
Rechenschritte von M geflhrt.

Induktionsanfang: n = 1. Es gilt

(z,A,Z)Fga < (z,AZ)— aistRegelin P
<~ (Z/,)\) €d(z,a,A) wegen (2)
in der Konstruktion von P

— (z,8A) Fu (2 \N).

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V 96/112



Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Beweis des Lemmas

Induktionsschritt: (n — 1) — n. Sei n > 1, und die Behauptung gelte
farn—1.

Folglich ist x = ay mit a € X U {\}, und es gilt:

(z,ay,A) bu (z1,y,0) Fy ' (Z,00)
flr einen geeigneten Zustand z; € Z und Kellerinhalt « € {\, B, BC}.
Unterscheide die folgenden drei Falle.

Fall 1: a = . Dieser Fall kann nicht eintreten, da (z1, y, \) keine
Folgekonfiguration hat.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Beweis des Lemmas

Fall 2: « = B. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:
(21,5, 0) i (240,
was (zy, B, 2') F, y impliziert. AuBerdem muss es wegen
(z,ay,A) bm (21,5, )
eine 5-Regel der Form (zy, B) € §(z, a, A) geben.
Nach (3) in der Konstruktion von P gibt es in P eine Regel der Form
(z,A,Z') — a(z,B, Z').
Somit ergibt sich insgesamt:
(z,A,Z)) g a(z1,B,2') H5 ay = x,

/ *
also (z,A,2') g x.



Beweis des Lemmas
Fall 3: « = BC. Die Konfigurationenfolge
(z1,y,BC) Fiy (Z/,\,\)
kann in zwei Teile zerlegt werden:
(z1,y,BC) Fiy (22, ¥2, C) Fiy (2, A, ),
wobei y = yq y» flr ein geeignetes y;. Fir dieses y; qilt:
(21, y1,B) by (22, A, A).
AuBerdem muss es wegen des ersten Schritts
(z,ay,A) Fm (21,5, BC)

eine 5-Regel der Form (z;, BC) € 6(z, a, A) geben.



Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Beweis des Lemmas

Nach (4) in der Konstruktion von P gibt es in P also eine Regel der
Form

(z,AZ) — a(z, B, z)(2, C, 2).

Insgesamt ergibt sich:

(z,A,Z) +Fg a(z,B,z)(2,C,2)
Fs o ayi(z2,C, 2)

Fe @y =ay =X,

also (z,A,Z) g x.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Beweis des Lemmas

(=) Der Beweis wird durch Induktion Uber k geflhrt, die Lange der
Linksableitung von x.

Induktionsanfang: k = 1. Siehe den Induktionsanfang (n = 1) im
Beweis von (<) des Lemmas.

Induktionsschritt: (k — 1) — k. Sei k > 1, und die Behauptung gelte
fir k — 1. Wir unterscheiden wieder drei Falle.

Fall 1: (2, A, 2’) g a - x. Dann gilt x = &, im Widerspruch zu
k>1.
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Beweis des Lemmas

Fall 2: (z,A, 2') g a(z1, B, 2’) - ay = x.
Dannist (z1,B) € §(z, a, A).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

(z1,y,B) Fy (2, A, 0).

Somit ergibt sich:

(z,x,A) = (z,ay,A) by (z1,y,B) By (2,0 0).
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Beweis des Lemmas

Fall 3: (2, A, 2') g a(z1, B, ) (2, C,2’) &' ay = x.
Dannist (z1,BC) € 6(z, a, A).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt fir y = y1 yo:

(21,}’1,B) l_*li/l (227>‘a>‘);
(z2,¥2,C) Fi3y (2, N).
Somit ergibt sich:

(ZaX,A):(Z;a}’1Y27A) |_M (21;}’1YZaBC)

v (22,)2,C)
oy (Z/,\)N).
Das Lemma ist bewiesen.
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Kontextfreie Sprachen Kellerautomaten

Kellerautomaten und kontextfreie Grammatiken

Aus dem Lemma ergibt sich L(G) = L(M) so:

xel(M) < (z0,x,#)Fy(z,\\)fireinze Z
< (20,#,2) g xfureinzec Z, nachdemLemma
< Skgx wegen (1) in der Konstruktion von P

<— xe€L(G).

Der Satz ist bewiesen. Q
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Beispiel: kfiG = PDA

Beispiel: Wir betrachten die Grammatik
G=(,N,S R)

aus einem friiheren Beispiel mit
ey ={x+1()a},
@ N={S}und
@ Regeln
R={S—-S+S|SxS|(9)] a}.

G erzeugt die Sprache aller verschachtelten Klammerausdriicke mit
den Operationen + und * und einem Zeichen a.
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Beispiel: kfiG = PDA

Konstruiere einen PDA M mit L(M) = L(G) wie folgt:

M= (,NUX,{z},6,z39)

mit der folgenden Uberfiihrungsfunktion ¢:

zZ\S — z§8+S zZ(( = zX
zZA\S — zS8xS z)) — zA
zZ2S — z(S) Zxx —  ZA
zZ\S — za Z4+4+ = zZA
zaa — Z\
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Beispiel: kfiG = PDA

Eine Ableitung von w = (ax a) + ain G und M:

kfG G PDA M
S kg S+S (z,(axa)+aS) tu (z,(axa)+a S+ 9S)
Fe (S)+S Fm (2, (axa)+a,(S)+5)
Fu (z,axa)+a, S)+S)
e (SxS)+ S Fv (z,axa)+a,SxS)+ S)
e (@axS)+ S v (z,axa)+a,axS)+S)
Fm (z,%a)+ a,xS) + S)
Fm (z,a)+a,S)+S)
e (axa)+ S v (z,a)+a,a)+ S)
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Beispiel: kfiG = PDA

kfG G PDA M

e (axa)+ S Fm (z,a)+a,a)+ S)
Fm (z,)+a)+S)
Fvo (2,+a,+S)

Fvo (2,4, S)

e (axa)+a Fvo (z,aa)

Fvo (Z,\ )
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Beispiel: PDA = kfG

Beispiel: Wir betrachten den Kellerautomaten M = (¥X,1, Z, 4, zg, #)
mit

@ Eingabealphabet ¥ = {a, b},

@ Kelleralphabet I' = {A, B, #},

@ Zustandsmenge Z = {Z,z1} und

@ Uberfihrungsfunktion 6 mit den folgenden Regeln:

Zoa# — ZoA# ZoaA —  Z1A ZoaA — ZoAA ZobB — 1A
zoaB — ZAB | Zo0# — 1)\ | Z20b# — zZoB# | ziaA —  z3 )\

ZobA — ZzBA | zibB — z(\ | zobB — zoBB | ziA# — z4\

Es gilt
L(M) = {wsp(w)|w e {a,b}*}.
Informatik IV
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Beispiel: PDA = kfG

Konstruiere eine Grammatik G = (X, {S} UZ x I x Z, S, P) mit
L(G) = L(M) wie folgt. P besteht aus genau den folgenden Regeln:
Q@ S (2,#,2) fir jedes z € Z; d.h,,
o S—(20,#,20)
o S—(20,#,21)
Q (z,AZ)— a falls (Z,)\) € §(z, a, A); d.h,,
o (20,A,21) — a, da (zy,A) € §(z20, a,A)
® (2,B,z1) > b da (zy, ) € §(z, b, B)
o (z2o,#,21) — A, da (z1,A) € 6(20, A\, #)
e (z1,A,z1) > a da (z1,A) € 6(z,a, A)
e (z1,B,z1) = b da (z1,) € 6(z1,b, B)
o (z1,#,z1) = A, da (z1,)) € 6(z1, A\, #)

Q (z,AZ)— a(z,B,72), falls (z1,B) € i(z, a, A); d.h., hier keine
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Beispiel: PDA = kfG

Q (z,AZ)— a(z,B,2)(z, C,2), falls (z1,BC) € §(z, a, A); d.h.,

o (20,#,2") = alz0, A, 22) (22, #,2'), Z',z2 € {20, 21},
da (20, A#) € (20, @, #)

e (20,A,7) = a(z, A 22)(22,A,2"), 2,20 € {20, 21},
da (20, AA) € 6(2, a, A)

° (2,B,2') — a(zy, A, 22)(22,B,2), Z',z € {20, 21},
da (2, AB) € 6(2, a, B)

o (20,#,7') = b(20, B, z2) (20, #,2"), Z',22 € {20, 21},
da (2o, B#) € §(20, b, #)

° (20,A,7') = b2y, B, 22)(22,A,2), Z',20 € {20, 21},
da (29, BA) € 6(2y, b, A)

e (20,B,2') — b(20, B, 22)(22,B,2), Z',zo € {Z0,21},
da (2, BB) € 6(2o, b, B)

Da 7, z, € {2y, z1 }, sind hier 6 - 4 = 24 Regeln angegeben.
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Beispiel: PDA = kfG

Eine Ableitung von w = abbain M und G:

PDA M kiG G
Fa (20,7, 21)
(20, abba, #) tum (20, bba, A#) Fe a(z, A, z1)(21,#,21)
Fm (20, ba, BA#) Fe ab(zo, B, z1)(z1,A z1)(21,#, Z1)
Fvu (21,8 A#) Fe abb(zi, A, z1)(z1,#,21)
Fv (21, A\ #) Fe abba(zi,#,z)
Fvo (21,2 ) g abba
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