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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Beispiel 2
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Endliche Automaten

Definition
Ein deterministischer endlicher Automat (kurz DFA fir “deterministic
finite automaton’) ist ein Quintupel M = (X, Z, 4, zy, F), wobei

@ X ein Alphabet ist,

@ Z eine endliche Menge von Zustanden mit X N Z = 0,

@ §:Z x ¥ — Z die Uberflihrungsfunktion,

@ Zzy € Z der Startzustand und

@ F C Z die Menge der Endzustande (Finalzustande).

Bemerkung: Wir erlauben auch partiell definierte
Uberfiihrungsfunktionen. Durch Hinzunahme eines weiteren
Zustandes kann man solche Funktionen leicht total definieren.
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Endliche Automaten

Beispiel: Ein Beispiel fir einen DFA ist M = (X, Z, 4, 29, F) mit

Yy = {0,1} bl 2| z1| 22| 23

Z = {20,21,20,23 0 |0 ||z |23 |2 |2

F = {z} 1| z3| 2|22
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Arbeitsweise eines DFAs

Ein DFAM = (X, Z, 06, 29, F) akzeptiert bzw. verwirft eine Eingabe x
wie folgt:

@ M beginnt beim Anfangszustand z, und fihrt insgesamt | x|
Schritte aus.

@ Der Lesekopf wandert dabei v.I.n.r. Gber das Eingabewort x,
Symbol fiir Symbol, und &ndert dabei seinen Zustand jeweils
geman der Uberfiihrungsfunktion 4:

Ist Mim Zustand z € Z und liest das Symbol a € ¥ und gilt
d(z,a) = Z/, so andert M seinen Zustand in Z'.
@ Ist der letzte erreichte Zustand (nachdem x abgearbeitet ist)

e ein Endzustand, so akzeptiert M die Eingabe x;
e andernfalls lehnt M sie ab.
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Arbeitsweise eines DFAs

X a Eingabewort
Lesekopf
/ Programm:
y justand Uberfiihrungsfunktion
J

Abbildung: Arbeitsweise eines endlichen Automaten
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Zustandsgraph eines DFAs

Ein DFAM = (X, Z, 6, 2, F) lasst sich anschaulich durch seinen
Zustandsgraphen darstellen,

@ dessen Knoten die Zustande von M und

@ dessen Kanten ZustandslUbergange gemaf der
Uberfiihrungsfunktion & représentieren.

@ Gilt §(z,a) = Z' fur ein Symbol a € ¥ und flr zwei Zustande
z,Z' € Z, so hat dieser Graph eine gerichtete Kante von z
nach Z’, die mit a beschriftet ist.

@ Der Startzustand wird durch einen Pfeil auf zy dargestellt.

@ Endzustande sind durch einen Doppelkreis markiert.
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Zustandsgraph eines DFAs

Beispiel:

0,1

071

Abbildung: Zustandsgraph eines deterministischen endlichen Automaten
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Sprache eines DFAs

Definition
Sei M = (X, Z, 6, zy, F) ein DFA. Die erweiterte Uberfiihrungsfunktion
6 :Z x ¥* — Z von M ist induktiv definiert:

5(z,\) = z
5(z,ax) = 6(6(z,a),x)

firalleze Z,aec X und x € ©*.

Die vom DFA M akzeptierte Sprache ist definiert durch

L(M) = {w € T | (20, W) € F}.
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Sprache eines DFAs

Bemerkung:

@ Flirae X gilt§(z,a) = d(z, a), und

@ fir x = ajax---apin * qilt:

5(z,x) =06(---8(6(z,a1), @) - -, an).
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Sprache eines DFAs

Beispiel: Wie arbeitet der DFA aus der vorigen Abbildung:

6
<

0,1

bei Eingabe von 01117

-~

5(20,0111) = 6(8(6(6(20,0),1),1),1)
= 0(6(6(2,1),1),1)
= 0(6(22,1),1)
= 0(22,1)
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Sprache eines DFAs

Beispiel: Wie arbeitet der DFA aus der vorigen Abbildung:

6
<

0,1

bei Eingabe von 00117

-~

0(29,0011) = 6(5(5(6(20,0),0),1),1)
= 0(6(6(,0),1),1)
= d(6(2z3,1),1)
= (23, 1)
= Z3 ¢ F.
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Sprache eines DFAs

Beispiel: Es sei X ein Alphabet.

L DFA M mit L(M) =L
iy (X, {20},{6(20,8) = 20,@a€ L}, 20,{20})
)N
{al,aeX | (¥,{20,21},{(20,a) = 21} 20,{z1})
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Sprache eines DFAs

Beispiel:

J. Rothe (HHU Dusseldorf)

L | DFA M mit L(M) = L
{A} | (E,{20},0,20,{20})
@ (zv {20}7®7207®)
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

DFAs und regulare Grammatiken

Theorem
Jede von einem DFA akzeptierte Sprache ist reguldr (d.h. vom Typ 3). J

Beweis: Seien A C X* eine Sprache und M = (X, Z, 4, zy, F) ein DFA
mit L(M) = A. Definiere eine regulare Grammatik G = (X, N, S, P):
o N=_2,
@ S=_2z,
@ P besteht aus genau den folgenden Regeln:
e Gilt6(z,a)=2,soistz— az’in P.
o Istdabei Zz’ € F, so ist zusétzlich z — ain P.
o Ist A\ e A(d.h,, zg € F), soist auch zy — X in P, und die bisher

konstruierte Grammatik wird gemaf der Sonderregel fir A
modifiziert.
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

DFAs und regulare Grammatiken

Offenbar gilt A € A <= X € L(G).
Firalle x=ajas---ap € T* mit n > 1 gilt:

x e A <= esgibt eine Zustandsfolge zy, z1, . .., Zn, SO dass
Zy Startzustand und z, € F ist, und
d(zj_1,a;)) = zjfurjedes i, 1 <i<n
< es gibt eine Folge von Nichtterminalen zy, zy, . .., z, mit
S = prazitajazt---
b ajax--an1zp_1 b a1a - ap—1an
— xe€L(G).
Somitist A= L(G). a
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

DFAs und regulare Grammatiken

Beispiel: Reguldre Grammatik G = (X, N, S, P) fur diesen DFA:

= {07 1}
= {20,2z1,22,23}

T h =2 M
|

= { Zo—)OZ1‘1Z3
zy —»0z3 |12 | 1 0,1
Zg—>022|122’0|1

23—>OZ3|1Z3 }
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Nichtdeterministischer endlicher Automat

Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (kurz NFA) ist ein
Quintupel M = (%, Z,6, S, F), wobei

@ X ein Alphabet ist,

@ Z eine endliche Menge von Zustédnden mit X N Z = 0,

@ §:Z x ¥ — PB(Z) die Uberfiihrungsfunktion (hier: 3(2) ist die
Potenzmenge von Z, also die Menge aller Teilmengen von 2),

@ S C Z die Menge der Startzustande und

@ F C Z die Menge der Endzustande (Finalzustande).
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Nichtdeterministischer endlicher Automat

Beispiel: Der folgende Automat M ist nichtdeterministisch (da
16(z0, DIl = [{20, 21 }| =2 > 1).

0,1 0,1
—( 20 > Z4 >

Abbildung: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat
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Sprache eines NFAs

Definition
Die erweiterte Uberfiihrungsfunktion s : PB(Z) x £* — P(Z) von M ist
induktiv definiert:

52\ = Z
5(Z, ax) U 5(5(z, a),
zeZ!

firalle 2’ C Z,a€ ¥ und x € &*.

Die vom NFA M akzeptierte Sprache ist definiert durch

L(M) = {w € =* | 5(S,w) N F # 0}.

v
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Sprache eines NFAs

0,1

Beispiel: NFA M \_/ A\

bei Eingabe von 0111:

5({z0},0111)

J. Rothe (HHU Dusseldorf)

(6(20,0),111) = 5({z},111)
(6(20,1),11) = 3({z0, 1}, 11)

(6(20,1), 1) U6(5(21,1),1)

0({z0, 21}, 1) Ud({z2},1)

(6(5(20,1),2) U(8(21,1), ) Ud(6(22, 1), A)
(6({20, 21}, \) Ud({ 22}, ) U d({z3}, \)

{20, 21} U{z2} U{zs}.

) =) =)

=)
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Sprache eines NFAs

0,1 0.1

Beispiel: NFA M N A\

bei Eingabe von 0111:

~

= 0({20},0111) " {2} = ({20, z1} U {22} U{z3}) N {zo} # 0
— 0111 € L(M).
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Sprache eines NFAs

o1 0.1
Beispiel: NFA M ’ N & >/ bei Eingabe von 01:
3({20},01) = 6(5(2,0),1)
= ({z},1)
= 5(6(20,1). %)
= ({2021}, )

= {20, 21}

= 5({z0},01) N {2} = {z0,z1} " {2} =
—  01¢L(M).

L(M)={w e {0,1}*|w=ulvmitue {0,1}* und v € {0, 1}}.
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DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott

Theorem (Rabin und Scott)

Jede von einem NFA akzeptierte Sprache kann auch von einem DFA
akzeptiert werden.

Beweis: Sei M =(%x,Z,0, S, E) ein NFA. Konstruiere einen zu M
&quivalenten DFA M’ = (X,B(2), ¢, z, F) wie folgt:

@ Zustandsmenge von M': die Potenzmenge 3(Z) von Z,

@ ¥ (Z',a) =U,ez 6(z,@) =6(Z a)furalle 2’ C Zund a € %,
@ z,=S,

o F={Z'CZ|Z NE+}.
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DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott

Offenbar sind M’ und M &quivalent, denn fir alle x = aja>---a, in *

gilt:

x € L(M)

11

—
<~

Somitist L(M') = L(M).

J. Rothe (HHU Dusseldorf)

~

(S, X)NE#0

es gibt eine Folge von Teilmengen
Zy,2o,..., 2, CZmitd'(S,a1) = 4,
(Zy,a0) =2, ..., 8 (Zp—1,an) = Zyund
ZyNE#0

Z,=0/(zh,x) € F

x € L(M").

Q
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott

Beispiel: Wir modifizieren den NFA aus dem obigen Beispiel etwas
und betrachten den folgenden um einen Zustand kleineren NFA

M=(%,Z,5,S,E):
0,1 0,1

B med

Abbildung: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat

Dieser NFA akzeptiert die Sprache aller Wérter tber {0, 1}*, die an
letzter Stelle eine 1 haben.
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DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott

Beispiel: Wir konstruieren nun einen zu M aquivalenten DFA
M =(xX,Z,0,S, F)geman dem Satz von Rabin und Scott:

Yy = {0,1},

Z' = {{z0,21,22},{20, 21}, {20, 22}, {21, 22}, {20}, {21}, {22}, 0},

S = {a},

F = {{20721722}){20721}7{21722}7{21}}7
80| {20} {z1}{z} {20,241} | {20,22} {z1,22}{20,21,22}
00| {z} {2z} {20,22} | {20,22} | {22} | {20, 22}
1 @ {Zo,Z1}{22}{Zg}{20,21,Zg}{Zo,Z1,22} {Zg} {20,21722}

Die Zustande 0, {z1}, {22}, {z1, 2} kbnnen vom Startzustand {z,}
nicht erreicht werden und werden zur Vereinfachung weggelassen.

J. Rothe (HHU Dusseldorf)
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DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott

Beispiel: Wir betrachten fir n > 1 die Sprache

Ln

{x € {0,1}*| der n-te Buchstabe von hinten in x ist 1}

= {xe{0,1}*|x=ulvmitue {0,1}* und v € {0,1}""}.

Es qilt:

@ Es gibt einen NFA fir L, mit n+ 2 Zustanden.
(Beweis: Einfache Modifikation der NFAs fir L, und Ly in den
vorigen Abbildungen.)

@ Jeder DFA fir L, hat mindestens 2" Zustande.
(Beweis: siehe Satz von Myhill und Nerode spater.)

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V

29/117



L, : DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott

0.1

RO
start

start
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Ls : DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott

0,1

RO O OO
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L4 : DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott
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Ls : DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott
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Le : DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott
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Lg : DFA versus NFA, Satz von Rabin und Scott
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Regulare Grammatiken und NFAs

Theorem
Fur jede reguldre Grammatik G gibt es einen NFA M mit L(M) = L(G). J

Beweis: Sei G = (X, N, S, P) eine gegebene reguldare Grammatik.
Konstruiere einen NFA M = (X, 2,4, S', F) so:

@ Z=NU{X}, wobei X ¢ NUX ein neues Symbol ist,
°

F_ {§, X} fallsS— XinP

{X} falls S — A nichtin P,
e §={S}und
@ furalle Aec Nund a € ¥ sei

(5(A,a):< U {B})U U
A—aB eP A—a eP

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V
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Regulare Grammatiken und NFAs

Esgilt: A € L(G) < X € L(M).
AuBerdem qilt fir alle n > 1und x = aja>---ap in *:
x € L(G)
<= esgibt eine Folge A, Ao, ..., Ap_1 € N mit
StalAiFaiahA - Faja - ap 1A Fajax---an—1an
<= esgibteine Folge A1, Az,...,An_1 € Zmit Ay € (S, a1),
Az € 5(At1,82), ..., An1 € 0(An—2,8n-1), X € 6(An-1,an)
= 58S, X)NF=65({S},x)NF #0
— xelL(M).

Somit ist L(G) = L(M). Q
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Regulare Sprachen Endliche Automaten

Regulare Grammatiken und NFAs

Beispiel: Es sei G = (X, N, S, P) die folgende regulare Grammatik:
Y = {0,1},
N = {S},
P = {§—-0S5|1S|1}.

Nach dem obigen Beweis konstruieren wir den NFA
M=(x,2Z,5,S F) mit

¥ = {01}, Z = {SX},
F = X} S = {Sh
5+ 6(S,0)={S},

5(S.1) ={S, X}.
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Regulare Grammatiken, DFAs und NFAs

Folgerung: REG = {L(M)| M ist DFA} = {L(M) | M ist NFA}.

Bemerkung: Zu jeder regularen Sprache gibt es unendlich viele DFAs
bzw. NFAs, die sie akzeptieren.

Ziel erreicht:

regulare
Grammatik

4’
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Regulare Ausdrtcke

Definition

Sei ¥ ein Alphabet. Die Menge der requldren Ausdriicke (Uber X) ist
definiert durch:

@ () und X sind regulére Ausdriicke.

@ Jedes a € % ist ein regularer Ausdruck.

@ Sind « und g regulare Ausdriicke, so sind auch
° af,
e (a+f)und
o (o)

regulare Ausdriicke.

@ Nichts sonst ist ein regularer Ausdruck.

v
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Sprache regularer Ausdrticke

Definition

Sei X ein Alphabet. Jedem regularen Ausdruck ~ ist in eindeutiger
Weise eine Sprache L(v) C X* zugeordnet (wir sagen: ,;y beschreibt
L(v)"), die so definiert ist:

;

0 fallsy =0

{\} falls v = A

{a} fallsy=aflireinac x
L(v) =

L(a)L(B) falls v = af

(
Lla)UL(B) fallsy=(a+p)
() falls v = (a)*.

.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Sprache regularer Ausdrticke

Definition
Zwei regulare Ausdriicke oy und ap heiBen dquivalent (kurz aq ~ ap),

falls L(Oé1) = L(Oég).

Beispiel: Es sei X = {a, b}.
@ Der reguldre Ausdruck ay = (A + a(a+ b)*) beschreibt die
Sprache
L(ar) = {}U{ax|x € {a,b}*},
d.h. das leere Wort und alle Wérter Uber ¥, die mit a beginnen.
@ Der reguldre Ausdruck ap = ((a+ b)*ab) beschreibt die Sprache

L(az) = {xab| x € {a,b}*},

d.h. alle Woérter Uber ¥, die mit ab enden.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Sprache regularer Ausdrticke

Bemerkung:

@ Wegen 0* = {\} hatte man den regularen Ausdruck X in der
Definition oben auch weglassen kdnnen.

@ Formal korrekt hatte man die Menge der regularen Ausdriicke
unabhangig vom Alphabet (wie Grammatiken und DFAs)
definieren missen, etwa so:

RegAusdruck(X) = {a]aist regularer Ausdruck Uber ¥}

RegAusdruck = |J RegAusdruck(L).
¥ ist Alphabet

Wir nehmen jedoch an, dass implizit immer ein Alphabet fixiert ist.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Sprache regularer Ausdrticke

Bemerkung:
@ Jede endliche Sprache A C ¥* wird durch einen regularen
Ausdruck beschrieben. Ist etwa A = {ay, ap, ..., ax}, so ist
A= L(a) mit

a=(--((a+a)+ag)+ - +a)

Somit ist jede endliche Sprache regular.

@ Jeder regulare Ausdruck « beschreibt genau eine Sprache,
namlich L(«), aber fur jede regulére Sprache A = L(«) gibt es
zum Beispiel wegen

L((e + @) = L(a) U L(a) = L(e)

unendlich viele regulare Ausdriicke, die A beschreiben.

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V 44 /117



Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene

Theorem (Kleene)
REG = {L(«) | « ist requldrer Ausdruck}. J
Beweisidee:

@ REG D {L(« \ « ist regularer Ausdruck}: Ausdruck in NFA umwandeln

@ REG C {L(«)| a ist regularer Ausdruck}: DFA in regularen Ausdruck
umwandeln
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (2)

Theorem (Kleene)

REG = {L(a) | « ist reguldrer Ausdruck}. J

Beweis: (2) Sei A = L(«) fur einen reguldren Ausdruck «. Wir zeigen
durch Induktion tber den Aufbau von «, dass A € REG durch Angabe
eines NFAs M mit L(M) = A.
@ Induktionsanfang: o = ) oder « = Aodera =a € X.
Der folgende NFA M leistet je nach Fall das Gewlinschte:

(Zv{ZO}’(b,{ZO}7®) falls o« = 0
M = (27{20}707{20}7{20}) falls o = A
(Z, {ZO7 Z1 }, {(5(20, a) = {21 }}, {Zo}, {21 }) falsa=ac .

46 /117



Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (2): (), \,a€ &

=)
—=(J
—=(

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V 47 /117



Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (2): Induktionsschritt

@ Induktionsschritt: o € {12, (a1 + a2), (a1)*}, fiir regulare
Ausdriicke a1 und ao.
Nach Induktionsvoraussetzung existieren NFAs My und M, mit
L(M;) = L(ey), furi e {1,2}. Seifari e {1,2}:

M; = (X%, Z,6;, Si, Fi),

wobei 0.B.d.A. Z; N Z, = () gelte; andernfalls werden Zustande
entsprechend umbenannt.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (2): My und M,

NM fur regularen Ausdruck 04 MZ fur regularen Ausdruck Qs
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (2)

@ Fall 1: a = aqa. Definiere M = (%, 2,0, S, F) als die
,Hintereinanderschaltung“ von M; und M, durch:

S falls A & L =L(M
Z = ZiUZ; §=1{" # L(ay) = L(M)
SiuS, falls A e L(aq) = L(My);
F _ F2 falls A\ € L(ag) = L(MQ)
FFUuF, falls e L(ag) = L(MQ),
41(z, a) falls z € Zy und 6¢1(z,a) N Fy =0
5(z,a) = 51(z,a)u Sy, fallsz€ Zyund 61(z,a) N Fy # 0
d2(z,a) falls z € £

firalleae X und z € Z.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (2)

@ Fall 2: a = (a1 + a2).
Der ,Vereinigungsautomat®

M= (X,21UZ,61 U2, S1USz, F1UF)

von My und M, leistet das Gewtlinschte.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (2)

@ Fall 3: a = (axq)*.
Der ,Rickkopplungsautomat*

M: (27276? S’ F)

von M leistet das Gewlinschte, der folgendermaf3en definiert ist:
e Zunachst figen wir A hinzu, falls nétig:

= m falls A € L(My)
(£,2,6,S,F) falls A & L(M;)

mit Z = Z; U{2}, 8= S U{2}, F=F, U{2}, wobei 2 ¢ Z;.
Offenbar ist

~

L(M) = L(M;) U {A}.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (D)
Weiter zu Fall 3: o = (aq)*.
o Ruckkopplung: Definiere
M = (272? 67 S7 F)7

wobei Z, S und F die Menge der Zustande, Anfangszustande und
Endzustande von M sind, und fiir alle a € ¥ und z € Z:

5(z,a) = d1(z,a) falls §1(z,a)N F =0
»a) = 51(z,a)u S falls 61(z,a) N F # 0.

Offenbar gilt
LM) = L(My)" = L((e1)") = L().
Somit ist REG D {L(c) |  ist regularer Ausdruck} gezeigt.

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V 53/117



Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (C)

(€) Sei A € REG, und sei M ein DFA mit L(M) = A, wobei
M=(X,2Z6,z1,E)YmitZ ={z,20,...,2n}.

Konstruiere einen reguldren Ausdruck o mit L(«) = A.

Definiere dazu Sprachen R{fj miti,j € {1,2,...,n}und

k € {0,1,...,n}, die sich durch regulére Ausdrlicke beschreiben
lassen:

g(z,-, x) = z; und keiner der dabei durchlaufenen

R, = { x € £*| Zustande (auBer z; und z; selbst) hat einen Index
groBer als k.
Fx’,j Worter, die man mit z; als Anfangs- und z; als Endzustand und

mit Hilfe der Zusténde z1, ..., zx generieren kann.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: R,f‘j

R}fj = Woérter, die man mit / als Anfangs- und j als Endzustand und
mit Hilfe der Zustande 1, ..., k generieren kann.

MORRO
ﬁ'@ b o

O
. R o= 1
5 4
p— N
FOLO
a
_7*@/ b b :
b R /‘ ‘8: {ab}
5 4
N’ N
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: R,f‘j

R// Woérter, die man mit / als Anfangs- und j als Endzustand und

mit Hilfe der Zustande 1, ..., k generieren kann.

o b{?

b
2y

Re 1 3= {ab}

O

O

Ry 3= {ab, bbab, bbbbab, ...}

~a

@w@“
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (C)

Wir zeigen durch Induktion Uber k: Fir jedes k € {0,1,...,n} lasst
sich jede Sprache R}fj durch einen regularen Ausdruck beschreiben.

@ Induktionsanfang: k = 0. Ist j # j, so ist

R,?] = {a ey ‘ 5(2,', a) = Zj}.
Ist i =/, soist
R’ ={\}u{ac%]|i(z, a) =2z}

In beiden Fallen ist R,Qj endlich und daher durch einen regularen
Ausdruck beschreibbar.
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (C)

@ Induktionsschritt: kK — k + 1. Es gilt

K+1 _ pk  BE (R « Rk
R = RijY Rk (B kt) Rics o

denn:
o Entweder braucht man den Zustand zx, 1 gar nicht, um von z; nach
z; zu kommen,
e oder z,, 1 wird dabei einmal oder mehrmals in Schleifen

durchlaufen:
k_f1
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: Beweis von (C)

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es reguléare Ausdriicke ak far
die Mengen RY;. Somit ist

o — K K
Qi = (a it (@ get)” O‘k+1,j)

ein regularer Ausdruck fir R;‘;”. Ende der Induktion.

Ferner gilt:
A=L(M) =[] R},
zieE

Istalso E = {z,,z,,...,2,}, soist
_ n n n
= (O‘m Toq, T "'+0‘1,im)

ein regularer Ausdruck fir A. Q
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: RAffj

F{Ak ist ein regularer Ausdruck fur Ff'}f/
© RA); =0 auBer RAY; = )\, RAY , = a, RAY s = RAS 5 = RAS , = RAS | = b,
@ RA]; ~ RA?; auBer fur:
RAL , = RA3 , + RA2 {(RAY ,)*RAY,

RAL, =0+ b()\)*a~ ba
RAS 5 = RAS 5 + RAS (RAY )" RAY 5

RAL 5 = A+ b(\)"b ~ A+ bb
\é 6
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: RAffj

® RA? ~ RA!; auBer fir: RAS ; = 0 + a(\)*b ~ ab
RAZ, = ) + ba(\)*b ~ bab

® RA?, ~ RAZ, auBer fur: RA3 , = 0 + b(\)*b ~ bb
RA? , =0 + ab(\)*b ~ abb
RAS, = 0 + bab(\)"b ~ babb

o RA?J. ~ RA;‘J. ~ Fw’Aﬁj auBer z. B. flr:
RA%:”Z = ,‘?A?’2 + :‘?A‘11,5(:‘?A‘5175)"‘,‘?Ag2 =a+ b(A+ bb)*ba~ (bb)*a
RAS , = abb + b(\ + bb)*babb ~ (bb)* abb

()
ﬂ%b
o\é
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: RAﬁ‘J

® RAS, = b() + bb)*ba ~ (bb)*a
RAS , = abb + b() + bb)*babb ~ (bb)* abb

@ regularer Ausdruck fiir den DFA:
,‘?Ai2 + ,‘?A‘?,2 ~ (bb)*a+ (bb)*abb ~ (bb)*a(\ + bb)

BN
0
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: RAﬁ‘J

Ohne Vereinfachung (z. B. A+ ~ ) ist der Ausdruck deutlich komplizierter:
a+0+((A+0)(*(X)(@+0))+0)+((@+D+((A+0)(*(A\)(@+0))+0)) (*(A)(A+D+(D(*(X)(@+0))+0))+0)+((D+((A+D) (*(X) 0)+0)+((a+D+

(+B)C (A @+0)+0) (A (+D+O((N)0)+8))+0))(*(\)D+(B( (N @+8))+0)+((B+(D((A)(@+0)+8)) (A (A+0+(0

((A)@+0) ) +BN+O)+{(B+((A+D)(*(N)0)+B)+ (a+0+((A+B)( (N @+B)+O) (N (O+B( (N 0)+2) +0)+((D+((A+8)
((NOHO)+{(@+0+((A+0)((A)(@+0)+0)) ("(\) (b+D+(B (N B)+0)+B) (N b+B+(D((N)D)+0)+((D+(D(*(N)(a+0))+0))

(OO (NB)+0))+ @) +0)) (A (O+(B("(X) @+))+0)+((B+(D(*(\)(@+0)+B) (A A+ B+(0(*(X)(@+0))+0)))+0)+((0+
(BC(NO1O)+(D+(O((N)(@+0))+0))("(\)(b+D+(B( (N B)+0)+B) (NN (B+(O((A)(@+0) +O}+((D+(B(*(A) (@+0)+ )N A+ D+O( (A
B)( (A (D+0)1+0)+(@+0+((A+D)((A)(@+0)+0)) (AN O+(B(*(X) (0+8))+0)))+8)+{(O+((A+ D) (N)B)+0)+((a+D+{(A+0)(*(\)(a+0))+
BN B+O+(B(N)B)+0)+ @) (N @+(B((\)(0+0)+B)+(D+(B("(A)@+0)+O) (AN B+B("(\)(b+0))+0))+0)))+0)+((0+
(+B)(NB+0)+(@+B+((A+0)(*(A)(@+0)+B) (AN (B+(D((N)B)+0))}+0)+(D+((A+ D) (N)D)+0)+((a+D+((A+B)("(A) (@+0))+
BNCANB+O+(O((N)B)+0)+@)((N) 0+ B+(D((N)0)+B)+(+(B(* (N (@+)+0) ()@ +B((\)0)+2))+0))+ D) (A @+ (\)(b+))
(BC A O+0)+0)+O1((O+(B((A)O1+D)+(D-+(D(*(X)(@+8)+0))(*(\)(b+D+(B (N B)+0)+B) (A B+ (O (N (0+0)+0)+

((O+OC(X)(@+2)+0))((AND+D(*(X) (0+0))+0)))+0)))+0))+D)) (*(X)(D+((0+D) (*(A)(@+))+B)+((D+((D+D) (*(X) (a+0))+ D)) (*(A)(A+D+
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: RAﬁ‘J

Ohne Vereinfachung ist der Ausdruck deutlich komplizierter (Teil 2):
(OF(N\)(@+0)+0)+0)+((B+((b+0)(*(\)D)+0)+((B+((0+D)((A)(@+0))+0))(*(\) b+ B+(D((X)B)+DN)+D)(*(N)(@+(D(*(X) (@+0))+8)+
((0+(OC (N (@+0)+0) (N A+B+(O((X)@+0))+8)}+0)+0)+((D+((D+B)(*(N)0)+0)+(B+((D+B)(*(\)(a+0)+0))(*(N)(@+(0
CVD+))+B)+((O+((b+0)((N)B}+0)+((D+((D+0)(*(A) @+ BN+ D) (NN b+D+(B((N))+0))+B) (A o+ O+({D( (N @) +0)+(0+
OC @O+ B+B((N)0)+0))+N)+)(*(N@+D(*(X)@+0))+B)+(D+({D((N)(@+B)+O) (M)A +0+(B(*(\) @+ d)+
)+ 0)+(O+O((ND)+0)+((D+(O(*(A)(@+0)+0))(*(N\) (b+B+(DC(N)D1+2)+ D) (N (B+(O( (A @+0))+D}+((@+(O("(N)
(@+0)+0)C N A+O+OC(N)@+)1+0)+0)+0))+ BN+ 0)+(D+((A+0)(*(N)O)+0)+((@+0+((A+0)(*(\)(@+0) + D) (X (@+(0
COVD+ON+BIH(O+((A+D)( (N B}+0)+{(a+O+((A+D)((X)(@+0)+0) (N b+0+O((NB)+0)+0)(*(\) D+ 0+(0((X)8)}+0)+
(@+OC(N)@+0)+0)( (AN O+(BC(X)D)+0))+0))+D)+(D+((A+B)(*(\)0}+0)+((@+D+((A+D)(*(N)(@+B)+0)) (*(\) (0+(0
(NN +OIH((O+{(A+B) (N} 0)+((@+B+((A+D)((A)(@+0)+0)) ("(\)(b+D+(B (N B)+0))+B) (A (b+B+(0(*(X)@)+0)+
((0+(OC (N (@+0)+0) (N @+DC(N)B)+0)+0))+B) (N A+O+OC(NB)+0)+(D+(B((\) @+ 0)+))(*(N)(@+O((X) D)+
ON+B)+((O+OC(ND)+0)+((D+(B( (N (@+0)+0))(*(N) (+B+(D(N)B}+0)+ D) (X ++(B( (N D)+ 81D+ (X) (@+0))+

D)@+ (N)0)+0))+0))+D))+D)+((0+D+((A+0) (*(X) (b+0))+D)+((a+D+((A+0) (*(A) (@+0))+ D) ((A)(D+(D(*(X) (0+0))+0)))+0)+
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: RAﬁ‘J

Ohne Vereinfachung ist der Ausdruck deutlich komplizierter (Teil 3/3):

ONCNO+BC (N (0+0))+0))+0))+B1+((B+{(A+0)(*(N)B}+B1+((@+0+((A+D)("(A) @+ D) + D) (AN D+O(*(X)0)+0))+8)+((@+
(A+O)((ND)+0)+((a+0+((A+ D) (\)(@+B)+0) ("N (+0+(B( (N} ON)+O) (N o+ B+(B(*(N)O)+0)+(D+(D(*(X)(@+0)+D))("(A)
(O+(DC (NGO ON+ON(AN@+O (A +B)+D)+((B+(D( (\)(@+ @)+ O)("(\)(B+(O( (A)(0+0))+0)+0)+((D+(D(*(A)0)+0)+
(O+(0((\)(@+0)+0))(*(N)(b+B+(B(N)0)+B))+ M)A+ (A b+0)+0)+((B+(B((X)(@+D))+D))(*(A)N@+D(*(N)(b+2))+ D))+
O))+0O))+0)(“(N)(D+((D+0)((N)0)+)+((B+((+0)("(N)@+ )+ D) (AN D+ (X)0)+B)+B1+((B+((D+0)(* (N B}+B}+((@+((b+0)(*(N)
(a+0)+0)((A)(o+@+(D (N 0)+0))+D)((N)(b+0+{D(*(A)0)+0)+((0+(B(*(N)(@+0))+)) (NN (O+(B(*(N)B)+0))+0))+0)-+((0
H(B+O)((NBJ++(@+((B+0)(*(N) @+ D) +O)( (AN O+O((N)B}+B)+B)+((@+((b+D)(*(NB}+B)+((D+((b+B)(*(X)(@+0))+0)) (N (b+0+
(OC(NB1+)+B)((N(B+0+(B( (NB}+0)+(B+(D( (\)(@+B)+D)("(A\)@+(O (N D)+0)+0))+0)) (N A+0+D("(N)0)+

0)+((0+(B( (N)(@+0))+0)(“(N)[B+(B( (N B)+0)+0)+(O+(D(*(X)0)+0)+((D+(B(*(N)(@+0))+D))(*(X) (b+D+(0(*(X)8)+0)))+2))

(N R+0+(D((X)0)+0)+((D+(D((N)(@+2))+ D)) (*(A)D+(D(*(X)0)+0)))+0)))+D)))+)))+0)+0)
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Regulare Sprachen Regulare Ausdriicke

Satz von Kleene: RAﬁ‘J

0 ST

° F,’A%2 =a+ a((ba)*(A + ba)) ~ a+ a(ba)* ~ a(ba)*

° l'%’A%2 =b + (A+a)(@*)b + (b+(A+a)(a*)b) ((A+c+b(a*)b)*)
(A+c+b(a*)b)
~ a*b(c+b(a*b))*
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Regulare Sprachen Gleichungssysteme

Gleichungssysteme

Ziel: Bestimmung der von einem NFA (bzw. DFA) akzeptierten
Sprache durch Lésung eines linearen Gleichungssystems.
Gegeben: NFAM = (X,2,0,S,F) mit Z ={zy,2>,...,2n}.
Gesucht: L(M).
Methode: Bilde ein Gleichungssystem mit n Variablen und n
Gleichungen wie folgt:
@ Jedes z; € Z,1 < i < n, ist Variable auf der linken
Seite einer Gleichung.
Q Gilt zi € §(z;,a) fir zj,z; € Zund a € ¥, so ist az;
Summand auf der rechten Seite der Gleichung
WZi =
© Gilt z; € F, soist (* Summand auf der rechten Seite

der Gleichung ,z; = - - -“.
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Regulare Sprachen Gleichungssysteme

Gleichungssysteme

Methode: Die z; werden als regulare Sprachen (bzw. Ausdriicke)
interpretiert und geman dem folgenden Lemma und Satz
ausgerechnet. Es gilt dann:

LM) =] z

zieS

bzw. L(M) = L(«) fUr den reguldren Ausdruck
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Regulare Sprachen Gleichungssysteme

Gleichungssysteme

Lemma

Sind A, B C X* regulédre Sprachen mit A ¢ A, so gibt es genau eine
reguldre Sprache X, die Lésung der folgenden Gleichung ist:

X =AXUB. (1)

Beweis: Siehe Tafel. Q

Bemerkung: Gilt A € Ain (1), so ist die regulare Menge X = A*B
ebenfalls Lésung von (1). Allerdings muss diese dann nicht mehr
eindeutig sein, da y = vw € AY auch fir v = X gelten kann und der
Widerspruch aus dem Beweis dann nicht auftreten muss.
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Gleichungssysteme

Aus obiger Methode ergibt sich ein Gleichungssystem der Form:

zZ1 = A1ziUA2U---UApZaU By
Zo = As1z1 UAszoU---UAspznU Bo

: (2)
Zn = An1 Z1 U An222 U e U AnnZn U Bn

Theorem

Gilt Aj, Bx e REG und A\ & Aj fir alle i, j, k € {1,2,...,n} im obigen
Gleichungssystem (2), dann hat es eine eindeutig bestimmte Lésung
durch reguldare Mengen z;j, 1 < i < n.
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Regulare Sprachen Gleichungssysteme

Gleichungssysteme

Beweis: Gegeben sei ein Gleichungssystem der Form (2). Lése es
sukzessive durch Anwendung der folgenden Schritte:
@ Gibt es Gleichungen ,z; = - - -“, deren linke Seite z; nicht auf der
rechten Seite vorkommt, so eliminiere diese Gleichung ,z; = - - -*
und die Variable z; in jeder anderen Gleichung durch Einsetzen

“

der rechten Seite von ,z; = - - -“.

@ Vereinfache nach dem Distributivgesetz

UX U VX = (UU V)X.
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Regulare Sprachen Gleichungssysteme

Gleichungssysteme

@ Das entstandene System hat wieder die Form (2), wobei nun jede
linke Seite z; auch rechts vorkommt. Das heif3t, jede verbliebene
Gleichung hat die Form (1):

zi = Az UB,

wobei A und B sich aus den Koeffizienten Aj;, Bx € REG und den
Variablen z;, i # j, in (2) gemaf dem obigen Umformungsprozess
ergeben.
Nach dem obigen Lemma hat eine solche Gleichung die
eindeutige LOsung

A*B,
die eine regulare Sprache ist.
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Regulare Sprachen Gleichungssysteme

Gleichungssysteme

@ Ersetze der Reihe nach alle noch vorhandenen Variablen durch
die entsprechenden Lésungen. Stets entsteht dabei ein System
von der Form (2) mit einer Variablen weniger, und in keiner der
Koeffizientenmengen kommt A vor.

Der Satz ist bewiesen. Q
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma
Pumping-Lemma

@ Eine regulare Sprache kann von einem DFA oder NFA akzeptiert
werden.

@ Was folgt daraus fir “langere” Wérter der Sprache?

R
&Y

@ Was kann man hier far Worter mit mindestens 5 Buchstaben aussagen?
@ L ={a, abb, bba, bbabb, bbbba, bbbbabb, bbbbbba, bbbbbbabb, . ..}
@ bbabb € L, bbbbabb € L, bbbbbbabb € L, ...
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma

Ziel: Nachweis der Nichtregularitat von Sprachen.

Theorem (Pumping-Lemma flr regulére Sprachen)

Sei L € REG. Dann existiert eine (von L abhéngige) Zahl n > 1, so
dass sich alle Wérter x € L mit |x| > n zerlegen lassen in x = uvw,
wobei gilt:

Q |uv|<n,
Q |v|>1,
Q (Vi>0)[u'w e L].
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma

Ziel: Nachweis der Nichtregularitat von Sprachen.

Theorem (Pumping-Lemma flr regulére Sprachen)

Sei L € REG. Dann existiert eine (von L abhangige) Zahln > 1, so
dass sich alle Wérter x € L mit |x| > n zerlegen lassen in x = bmw,
wobei gilt:

Q@ |bm| <n,
Q m>1,
Q (Vi>0)[bm'w e L].
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma

Ziel: Nachweis der Nichtregularitat von Sprachen.

Theorem (Pumping-Lemma flr regulére Sprachen)

Sei L € REG. Dann existiert eine (von L abhéngige) Zahl n > 1, so
dass sich alle Wérter x € L mit |x| > n zerlegen lassen in x = uvw,
wobei gilt:

Q |uv|<n,
Q |v|>1,
Q (Vi>0)[uviw e L].
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis

Beweis: Sei L € REG, und sei M ein DFA fir L.
@ Wabhle als n die Zahl der Zustande von M.
@ Sei x € L beliebig mit |x| > n.

@ Beim Abarbeiten von x durchlauft M genau |x| +1 > n+1
Zustande einschlieB3lich des Startzustands.

@ Folglich gibt es einen Zustand z, der zweimal durchlaufen wird.
Das heif3t, M hat bei Eingabe x eine Schleife durchlaufen.
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis

@ Wahle nun die Zerlegung x = uvw so, dass nach Lesen von v und
von uv derselbe Zustand z erreicht ist und die Bedingungen (1)
und (2) erfdllt sind. Es ist klar, dass das geht.

Abbildung: Beweis des Pumping-Lemmas fir regulare Sprachen
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Beweis

@ M erreicht somit denselben Endzustand z. bei Eingabe von

ww = uw
w'w = uvw=x
uviw

uv'w

(siehe Abbildung auf der vorherigen Folie).

@ Somit sind alle diese Wérter in L, und auch Eigenschaft (3) ist
bewiesen. Q
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Pumping-Lemma
Bemerkung: Man beachte, dass das Pumping-Lemma keine
Charakterisierung von REG liefert, sondern lediglich eine Implikation:
LeEREG = (@En>1)(Vxel |x|>n)(3u,v,weX¥)
[x =uvw A (1) A (2) A (3)]-

Alle Sprachen

Regulare Sprachen

Sprachen nach PL
nicht regular

Abbildung: Anwendbarkeit des Pumping-Lemmas (PL)
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

Behauptung: L= {a’”b’”| m > 1} ist nicht regular.

Beweis: Der Beweis wird indirekt gefihrt.
@ Angenommen, L € REG.

@ Sei ndie Zahl, die nach dem Pumping-Lemma fiir L existiert.

@ Betrachte das Wort
x=ab"

mit | x| =2n > n.
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

@ Da x ¢ L, lasst sich x so in
X =uvw = a'p"

zerlegen, dass qilt:
@ |uv| < n,dh,uv=amflirm<n;
Q |v|>1,dh,v=2a mitk>1;
Q (vi>0)[uv'w e L].

@ Insbesondere gilt fir j = 0:

0

ww=uw=a"*p"eL,

was ein Widerspruch zur Definition von L ist.

@ Also ist die Annahme falsch und L nicht regular.
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

Behauptung: L = {0 | m ist Quadratzahl} ist nicht regular.

Beweis: Der Beweis wird wieder indirekt gefuhrt.
@ Angenommen, L € REG.

@ Sei ndie Zahl, die nach dem Pumping-Lemma fiir L existiert.

@ Betrachte das Wort
x = 0™

mit |x| = n? > n.

J. Rothe (HHU Dusseldorf) Informatik 1V

84 /117



Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: Anwendungen

@ Da x € L, Iasst sich x so in
X = uw = 0"
zerlegen, dass die Bedingungen (1), (2) und (3) aus dem
Pumping-Lemma gelten. Aus den Bedingungen (1) und (2) folgt:
1<|v|<|uv|<n
@ Aus Bedingung (3) folgt fiir i = 2, dass uv?w ein Wort in L ist.
@ Andererseits gilt:
= |x| = |luw| < |uv?w| <P +n<nm+2n+1=(n+1)>

@ Folglich ist die Lange des Wortes uv?w e L keine Quadratzahl,
was ein Widerspruch zur Definition von L ist.
@ Also ist die Annahme falsch und L nicht regular. a
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Regulare Sprachen Das Pumping-Lemma

Pumping-Lemma: fir eine nichtregulare Sprache
Beispiel: Definiere die Sprache

L={xe{0,1} | x=1"mit k > 0 oder x = 0/1%° mit j > 1 und k > 1}.

Wir versuchen wieder (wie sich hier zeigt: vergeblich!) einen
Widerspruchsbeweis fur L ¢ REG und nehmen also L € REG an.

@ Sei x € L beliebig mit |x| > n, wobei n die Pumping-Lemma-Zahl
far List.

@ Nach dem Pumping-Lemma gibt es eine Zerlegung x = uvw, die
die Bedingungen (1), (2) und (3) erfllt.
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Pumping-Lemma: fir eine nichtregulare Sprache

Beispiel:
Fall 1: x = 1% Fiir x = 1¥ = uvw liefern diese drei Bedingungen

(insbesondere uviw = 1¥" e L fiir alle i > 0) jedoch keinen
Widerspruch.

Fall 2: x = 0/1%*. Auch fiir x = 0/1%* = uvw ergibt sich kein
Widerspruch aus den drei Bedingungen; insbesondere kénnte die
Zerlegung x = uvw mit u = Aund v =0 (da j > 1) gewahlt
worden sein, so dass uv/w = 0/F—11K* ¢ Lfiralle i > 0
tatsachlich gilt.

Auch wenn das Pumping-Lemma hier nicht den gewlnschten
Widerspruch liefert, kann man mit einer Verallgemeinerung des

Pumping-Lemmas tatsachlich zeigen, dass L nicht regular ist.



Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten
Satz von Myhill und Nerode

Was sind minimale Automaten flr die folgenden Sprachen?
@ Ly ={ac,bc}
@ L, ={aca, bbca}
@ L3 = {abc, abcbc, abcbcbe, . . .}
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Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten
Satz von Myhill und Nerode

Man kann einer Sprache L C ¥* wie folgt eine Aquivalenzrelation R,
auf X* zuordnen.

Definition (Myhill-Nerode-Relation)
Sei L C Y* gegeben. Fir x, y € ¥* gelte x R, y genau dann, wenn

(VzeX*)[xzel < yzel].
Insbesondere gilt fir Worter x,y € ©* mit x R, y:

xel < yel,

namlich fir z = .
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Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten
Satz von Myhill und Nerode

Fur welche x, y € ©* qilt
(VzeX*)(xzel; < yzel))

in den folgenden Sprachen?
@ Ly ={ac,bc}
@ L, = {aca, bbca}
@ L3 = {abc, abcbc, abcbcbe, . . .}

@ aR, b, acAR, bc, cR,bbR, acaR ...
@ aRy, bb, acR,, bbc, aca R, bbca

@ abc R, abcbc R, abcbcbe ..., ab R, abcb R, abcbcb. ..,
aber nicht a R, abc
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Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten
Satz von Myhill und Nerode

Die binare Relation R, auf ©* mit
(Vzexr*)[xzel < yzel].

ist in der Tat eine Aquivalenzrelation auf ¥*:

@ Reflexivitat: x R, x
@ Symmetrie:x R, y =y R, x
@ Transitivitat: (x B,y Ay R . z) = x R, z
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Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten
Satz von Myhill und Nerode

Definition
Wie jede Aquivalenzrelation induziert R, eine Zerlegung (d.h. eine
disjunkte und vollstandige Uberdeckung) von ¥* in Aquivalenzklassen:

[X]={y e Z*|x ALy},
die reprasentantenunabhangig ist.

Die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklassen wird bezeichnet mit

Index(Ry) = [{[x] | x € T4}
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Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten
Satz von Myhill und Nerode

Theorem (Myhill und Nerode)

Es sei L eine Sprache lber einem beliebigen Alphabet ¥.

L € REG <= Index(R;) < .
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Beweis

Beweis: (=) Sei L € REG, und sei M = (X, Z, 0, zy, E) ein DFA mit
L(M) = L.

@ Definiere eine Aquivalenzrelation Ry, auf ¥* wie folgt:
x Ry y gelte genau dann, wenn

-~ ~

5(207)() = 5(20ay)a

d.h., M ist nach dem Lesen von x im selben Zustand wie nach
dem Lesen von y.

@ Esqilt:
Index(Ry) = Anzahl der von z, aus erreichbaren Zustande. (3)
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Beweis

@ Wir zeigen nun:
(vxvyez*)[XRMy:XRLyL (4)

d.h., By C R, (also ist Ry eine Verfeinerung von Ry).

Sei x Ry y, d.h,, (20, X) = 0(20, y). Sei z € * beliebig. Dann gilt:
xzel < 4(z,xz)€E = 5(0(z0,%),2) € E
= g(g(zo,y),z) cE — A(zo,yz) €cE
— yzel.
Folglich gilt x R, y und somit (4).
@ Aus (3) und (4) folgt:
Index(R;) < Index(Ry) < ||Z]|| < oc.
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Beweis

(<=) Sei Index(R.) = k < oo fiir ein k € N. Dann lasst sich X* in k
Aquivalenzklassen beziiglich R; zerlegen:

[X1] U [XQ] J---u [Xk] ="
wobei X1, Xo, ..., Xx € X*.

Der Aquivalenzklassen-Automat fir L ist der DFA M = (X,Z,6, 29, F),
der definiert ist durch:

Z = Abal.Del,- .., [},
0([x],a) = [xa] firjedes [x]€ Zunda€ X,
zn = [\,

F = {|xelL}.
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Beweis

Lemma
Fir alle x' € [x] und a € © gilt [x'a] = [xa]. Insbesondere gilt

~

O([A], x) = [x] fur jedes x € L*.

Es folgt:
xel(M) < b(z,x)eF
— ([N, x)eF
<= [x] € F (nach Lemma)
— xel
Also ist L € REG. Q
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Anwendungen

Beispiel: [Satz von Myhill und Nerode: Nachweis der Nichtregularitat]
@ Wir zeigen mit dem Satz von Myhill und Nerode, dass

L={a™"|m=>1}
nicht regular ist.
@ Zu den Aquivalenzklassen von L bzgl. R, gehoren:
lab] = {xeX*|abR x}={abab? ab’..}=L
[&2b] = {&b,a’b? a*b?,...}
[@®b] = {&°b,a*b? a’b®,...}

[@b] = {ab,a'p? a*2p%, ..}
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Anwendungen

Beispiel: [Satz von Myhill und Nerode: Nachweis der Nichtregularitat]

@ Diese Aquivalenzklassen sind alle paarweise verschieden, d.h.,
[a'b] £ [db] firi+j.
Denn fir z = b1 gilt
abzel, aber abz¢lL.
@ Folglich ist Index(R;) = oc.

@ Nach dem Satz von Myhill und Nerode ist L ¢ REG. a
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Anwendungen

Beispiel: [Satz von Myhill und Nerode: Nachweis der Regularitat]
@ Wir zeigen, dass die folgende Sprache L regular ist:
L= {x € {a,b}* | x endet mit aa}.

@ Die Aquivalenzklassen von L bzgl. R; sind:
l[aa] = {xe{ab}*|aaR.x}
= {&, &% a* ... bd ba’ bat,.. .} =L
[a] = {a ba b’a,...}
= {x € {a,b}*|x endet mit a, aber nicht mit aa}
N = {Abab,...} = {xec{ab}*|xendetnicht mit a}.
@ Da{a, b}* =[aa) U [a] U [}], ist Index(R.) = 3.
@ Nach dem Satz von Myhill und Nerode ist L € REG. a
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Anwendungen

Beispiel: [Satz von Myhill und Nerode: Untere Schranken fir die
Anzahl der Zustande eines DFAS]
@ Es sei L eine regulare Sprache. Fir jeden DFA
M=(x,2,42,E)
mit L(M) = L gilt nach der ,(=-)*-Richtung im Beweis des Satzes
von Myhill und Nerode:
Index(R;) < Index(Ruy)
= Anzahl der in M von z; aus erreichbaren Zustande
< 2l
Das hei3t, M hat mindestens so viele Zustande wie R;
Aquivalenzklassen.
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Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten
Erinnerung: L3 : dritter Buchstabe von hinten ist 1:
DFA versus NFA

0,1

RO O OO
0
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Anwendungen

Beispiel: [Satz von Myhill und Nerode: Untere Schranken fir die
Anzahl der Zustande eines DFAS]

@ Wir wenden dieses Ergebnis an, um eine untere Schranke flr die
Anzahl der Zustande der DFAs anzugeben, die die Sprache

L, = {xe{0,1}*| der n-te Buchstabe von hinten in x ist 1}
= {xe{0,1}"|x=ulvmitue {0,1}* und v € {0,1}""}.

erkennen.

@ Wir betrachten die Wérter aus {0, 1}", d.h. die Wérter der Lange
n Uber dem Alphabet {0, 1}.

@ Esseienu,v e {0,1}"mitu+# v. Danngibteseini,1 <i<n,so
dass sich v und v an der Position i unterscheiden.
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Anwendungen

Beispiel: [Satz von Myhill und Nerode: Untere Schranken fiir die
Anzahl der Zustande eines DFAS]
@ Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass u an der Position / eine 0 und v an
der Position i eine 1 hat:

u = 0 0-' ¢ L
v = 1 o' ¢ L
1 2 i n
@ Es gilt nun:

e u0'~' ¢ L, da der n-te Buchstabe von hinten in u0’~" eine 0 ist, und
e v0'~' e L, da der n-te Buchstabe von hinten in v0'~" eine 1 ist.
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Anwendungen

Beispiel: [Satz von Myhill und Nerode: Untere Schranken fur die
Anzahl der Zustande eines DFAS]

@ Somit sind v und v nicht &quivalent beztglich R,

@ Da v und v beliebig waren, sind alle Wérter aus {0, 1}" nicht
aquivalent beziglich R, ,, und es folgt:

Index(R,,) > 2".
@ Somit hat jeder DFA flr L, mindestens 2" Zustande. Q
(Erinnerung: Es gibt einen NFA fir L, mit n 4+ 2 Zustanden.)
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Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten
Erinnerung: Lg : DFA versus NFA

o0l

J. Rothe (HHU Dusseldorf Informatik IV 106/ 117



Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Minimalautomaten

Definition (Minimalautomat)

Ein DFA M mit totaler Uberfiihrungsfunktion heit Minimalautomat,
falls es keinen zu M aquivalenten DFA mit totaler
Uberfithrungsfunktion und weniger Zustanden gibt.

Bemerkung: Es sei L C ¥* eine regulare Sprache.

@ Der in der Ruckrichtung im Beweis des Satzes von Myhill und
Nerode bestimmte Aquivalenzklassen-Automat M, ist der DFA mit
einer kleinstmoglichen Anzahl von Zustanden, der L akzeptiert.
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Minimalautomaten

@ Begrindung:

e die Anzahl der Zustande von M ist gleich Index(R;)

(Anzahl der Aquivalenzklassen der Myhill-Nerode-Relation) und

e flrjeden DFAM = (X, Z, 0, 29, E) mit L(M) = L = L(M,) gilt nach
der ,(=)"-Richtung im Beweis des Satzes von Myhill und Nerode:

Index(R;)

Folglich hat My héchstens so viele Zustande wie M.

J. Rothe (HHU Dusseldorf)
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Satz von Myhill und Nerode: Minimalautomaten

Bemerkung: Alle DFAs, die L akzeptieren und genau Index(R)
Zustande haben, sind bis auf Umbenennung der Zustande aquivalent,
d.h., Minimalautomaten sind (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt.
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Algorithmus Minimalautomat

Eingabe: DFA M = (X, Z, 4, 2, F) mit totaler Uberfiihrungsfunktion (d.h.,
d(z, a) ist fur alle z € Z und a € X definiert).

Ausgabe: Ein zu M aquivalenter Minimalautomat.

Algorithmus: @ Entferne alle von z, nicht erreichbaren Zustande aus Z.
@ Erstelle eine Tabelle aller (ungeordneten) Zustandspaare
{z,Z2'} von M mit z # Z'.
© Markiere alle Paare {z, 2’} mit

zeF Z ¢F. .
©Q Sei {z, 7'} ein unmarkiertes Paar. Prife fir jedes a € ¥,

ob {4(z, a),d(z', a)} bereits markiert ist. Ist mindestens
ein Test erfolgreich, so markiere auch {z, z’}.

© Wiederhole Schritt 4, bis keine Anderung mehr eintritt.

@ Bilde maximale Mengen paarweise nicht disjunkter
unmarkierter Zustandspaare und verschmelze jeweils alle
Zustande einer Menge zu einem neuen Zustand.
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Algorithmus Minimalautomat: Beispiel

Bemerkung: Der Algorithmus Minimalautomat kann mit einer Laufzeit
von O(||Z||?) implementiert werden.

Beispiel: Minimalautomat zu gegebenem DFA.
Wir wollen einen Minimalautomaten zum DFA M = (X, Z, 4, 2y, F)
bestimmen, wobei

Uberfiihrungsfunktion §

¥y = {01} Z
20 | Z1 | 2o | Z3 | Z4
Z = {20,21,22,23,24} )X
F = {z 2} 0 2y | Z3 | 24 | Z3 | Za
1 Zo | Z3 | 24 | Z3 | 24
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Algorithmus Minimalautomat: Beispiel

(1.) Es sind alle Zustande von z, aus erreichbar.

(2.)+(3.) Markiere alle Paare {z,Z'} mitze F <— Z' ¢ F:

20| Z1 | 22 ‘ Z3 ‘
Z4 | X | X | X
Z3 | X | X | X
Z2
2
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Algorithmus Minimalautomat: Beispiel

(4.) @ Da{d(z,0),3(z2,0)} markiert ist, wird {2, 2o}
markiert, und
@ da {4(20,0),6(z1,0)} markiert ist, wird {z, z1 }
markiert:
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Regulare Sprachen Der Satz von Myhill und Nerode und Minimalautomaten

Algorithmus Minimalautomat: Beispiel

(5.) Es ergeben sich nun keine weiteren Anderungen mehr.

(6.) Wir kbnnen die Zustande z; und z> bzw. z3 und z4 zu

einem Zustand zy» bzw. z34 zusammenfassen.

Damit erhalten wir einen zu M aquivalenten DFA M’

Uberfiihrungsfunktion &’

£ = {0,1) 2
20 | Z12 | Z34

Z' = {2,212, Z34} Z
F' = {zz4} 0 Z12 | Z34 | Z34
1 Zip | Z34 | Z3a
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Regulare Sprachen Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Abschlusseigenschaften regularer Sprachen
Definition
Seien ¥ ein Alphabet und C C B(X*) eine Sprachklasse Uber ¥.
C heiB3t abgeschlossen unter
@ Vereinigung, falls (VA,BC X*)[(AeC N Be(C)=AUBe(];
@ Komplement, falls (VA C ¥*)[Ac C = A< C];
@ Schnitt, falls (VA,BC X*)[[AeC AN BeC)=ANnBe(];
@ Differenz, falls (VA,BC X*)[[A€C N BeC)=A—-Be(|;
@ Konkatenation, falls (VA,BC Y*)[(AeC AN Be(C) = ABe(];
@ lteration (Kleene-Hlille), falls (VA C X*)[A € C = A* € C|;

@ Spiegelung, falls (VA C X*)[A € C = sp(A) € C].
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Regulare Sprachen Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Theorem

REG ist unter allen in der obigen Definition angegebenen Operationen
abgeschlossen.

Behauptung:
@ Fir jedes n > 1 ist die Sprache L), regular:

L, =

{x € {0,1}*| der n-te Buchstabe in x ist 1}

= {xe{0,1}*|x=ulvmitue {0,1}" Tund v e {0,1}"}.

@ Die folgende Sprache ist nicht regular:

{x € {0,1}" | x enthalt gleich viele Oen und 1en}.
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Regulare Sprachen Charakterisierungen reguléarer Sprachen

Charakterisierungen regularer Sprachen

Folgerung: Es sei L C ¥* eine Sprache. Dann sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

@ Es gibt eine rechtslineare Grammatik G mit L(G) = L.
(Form der Regeln: A — aB oder A — a.)

@ Es gibt eine linkslineare Grammatik G mit L(G) = L.
(Form der Regeln: A— Baoder A — a.)

© Es gibt einen DFA M mit L(M) = L.
@ Es gibt einen NFA M mit L(M) = L.
@ Es gibt einen regularen Ausdruck o mit L(«) = L.

© Fir die Myhill-Nerode-Relation R; gilt: Index(R;) < co.
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