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Die Komplexitatstheoriehat sich wahrendder vergangenerdrei Jahrzehnteu einem
reichenund eigenséndigenTeilgebietder Theoretischerinformatik entwiclkelt. Sie hat
eine Vielzahl wichtiger Resultatehenorgebracht,die gleichzeitigdurch ihre mathema-
tische Scltbonheit und durch ihre Fahigkeit bestechenandere— in vielen Fallen ange-
wandte— Gebieteder Informatik zu stimulierenund mit ihnenin einefruchtbareWech-
selbeziehungu treten. Dazu zahlen Gebiete,die so verschiedenartigind wie Krypto-
graphie Kodierungs-und Informationstheoriedie Theorieder Datenlomprimierung Lo-
gik, der Entwurf und die Analysevon Algorithmen,Graphentheoriend Schaltkreistheo-
riel Selbstin anscheinendo entferntenGebietenwie der Politik- und Sozialvissen-
schaftkonntenkirzlich komplexitatstheoretisch&echnilen erfolgreichangaevandt wer-
den[BTT89a,BTT89h BTT92, HHR973 HHR97b].HHistorischund konzeptuellgesehen
ist die Komplexitatstheorieeng verwandtmit der Rekursionstheoriend der Theorieder
formalenSprachemund Automaten AbschlieBendeierwahnt,dal3die ganzaktuellenGe-
bieteder Quantumberechnuri@er97 undderbiologischerBerechnundKMRS97] —die
moglicherweisesinenentscheidendeBinfluld auf kiinftige ComputefTechnologierhaben
konnen-alsneuejnterdisziplirareGebieteauchzur Komplexitatstheorigelbrenundaus
diesenhre theoretisché&undierungsclropfen.

EinezentraleAufgabein derKomplexitatstheoriast die Klassifizierungzon Problemen
(auseiner Vielzahl von verschiedene®ebieten)hinsichtlich ihrer Berechnungsimple-
xitat,d.h.ihreEinordnungn KomplexitatsklasserEineKomplexitatsklassenthalt alle die
Problemedie mittels einesbestimmtenlgorithmentypsbei vorgegebeneBeschankung
der Berechnungsressourcdisbar sind. Genauergesagtist mit einem ,,bestimmten
Algorithmentyp“ das abstrakteModell einer TuringmaschingTur3q gemeint,die ein
spezifischeBerechnungsparadignrapiasentieriwie z.B. deterministischéBerechnung,
nichtdeterministischBerechnungprobabilistischdBerechnungetc. Beispielefur Berech-
nungsressourcesinddie Komplexitatsmal&eitundRaum.Dabeibedeutet,Zeit" die An-
zahlderzur LosungdesProblemserforderlicherBerechnungsschrittder Turingmaschine,
undunter,,Raum*“verstehimandie Anzahlderzur ProblembsungberbtigtenSpeicherzel-
lenderTuringmaschine.

Berechnungsressourcemerden als Funktionen, die von der Grof3e der Eingabe
abhangen,ang@eben.In der vorliegendenArbeit wird ausschlief3lichdas traditionelle
Modell der worst-caseKomplexitat zugrundeelegt, d.h., Ressourcenfunktioner(n) be-
schéankenvon obendie maximalzur Problembsunggestatteté&kessourceywobeidasMa-
ximum Uber alle Eingabender GroRen genommerwird. Die sogenanntavelage-case
Komplexitat—ein alternatvesModell, dasebenélls ein nichtunbedeutenddsteressder

1EinigedieserGebietesindinzwischersoengmit derKomplexitatstheorieerflochtengaResschwerdillt,
eineGrenzezwischenhnenzu ziehen Zuweilenhatdieselnteraktionsogameue dazwischenligenderTeil-
gebietegeschakenwie z.B. die komplexitatstheoretischiryptographie.



vorgerufenhat—wird in dieserArbeit nichtbetrachtet.

Durch Klarungder InklusionsbeziehungerwischendeneinzelnerKomplexitatsklas-
senversucherKomplexitatstheoretikr, die relatve Berechnungskrafier zugrundeligen-
den Berechnungsparadigmdizw. Ressourcenbesémkungerzu ergrinden.Der Nach-
weis, dal3ein Problemin einer bestimmtenKlasseliegt, ermdglicht die Angabeoberer
Schrankn fur den Rechenaufand, mit dem diesesProblemgelost werdenkann. Die
BestimmunguntererSchrankn — d.h. deszur Problembsungmindestenserforderlichen
Rechenaufands— kanndurchdenNachweiserfolgen,dalidasgegebeneProblemnicht
in einer bestimmterKomplexitatsklassediegt; dies entsprichtder Aufgabe,verschiedene
Komplexitatsklassewoneinanderu separierenLeider sind Separationsgebnissan der
KompleitatstheorieseltenunduntereSchranknin derRegel sehrschwerzu beweisen.

Kompleitatstheorieist jedochnicht nur auf die Klassifizierungvon Problemenbe-
schi&ankt. Durch das Studiumder Struktur und der Eigenschaftervon Komplexitatsklas-
senversucherKomplexitatstheoretikr, Erkenntnisselariberzu genvinnen,warummanche
Problemeschwererzu l6sensind als andere- und nicht nur, wie schwerihre Losunghin-
sichtlichdesRechenaufandesst. DieseAufgabeist besondersngesichtsler Tatsache,
daResfir viele praktischwichtige Problemeanscheinend#eine effizienten Algorithmen
gibt, vonentscheidendéBedeutung.

Die fundamentalsteKomplexitatsklassesinddie KlasserP (deterministisch@olyno-
mialzeit)und NP (nichtdeterministisch®olynomialzeit) BereitsMitte der sechzigedah-
re [Cob64,Edm69 wurde P als die geeignetstd-ormalisierungdesinformalenBegriffs
der,,effizientmachbarenBerechnungerfasst:Mengen die ProblemeausP kodieren sind
leichtentscheidbad.h.,die durchsiereprasentiertefProblemesindleichtlosbar Anderer
seitsgeltendie schwersteengenin NP [Coo71,Lev73 als,,widerspenstighinsichtlich
der Berechnungsétienz. Seit den Anfangender Komplexitatstheorieist das betithmte
P Z NP Problemdie zentraleFrageunddie grol3teHerausforderundiese<Gebietesywenn
nicht gardie zentraleFrageund Herausforderunger gesamte heoretischetnformatik,
undesist auchheutenochungebst. Die herausragendBedeutunglieserFrage— sovohl
in derTheoriealsauchin derPraxis— emibt sichausderamgerlichenDiskrepanzwischen
derhohenpraktischerSignifikanzvieler dergegenwartig bekanntefNP-wlistandigerPro-
blemegegeribereinemabsoluterMangelan effizientenAlgorithmenfir irgendeineson
ihnen trotz stetigerintensver, jahrzehntelangeknstrengungersolcheAlgorithmenin die
Handzu bekommen.

Die vorliegendeHabilitationsschriftrerstehsichalseineFortsetzunglerUntersuchun-
genzu StrukturundEigenschaftederKlassenP undNP - undverwandterKlassenDie in
dieserSchrift angesprochenehhemenkreis&odnnenkurz durchdie folgendenStichwor-
te benanntwerden,welcheim weiterengenauererlautertwerden:Zertifikattompleitat,
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Abbildung1: GraphG mit maximalerunablangigeMMenge,dagestelltdurchvolle Kreise

Einweggfunktionen Heuristiken versusNP-\olIstandigleit und Komplitat eingesairank-
ter Zahltypen DabeihatdaszuletztgenannteStichwort drei relatv unablangigeAspekte,
die wie folgt kurz beschriebenverdenkonnen:(a) Zahleigenstaftenvon Staltkreisen
(b) Sepaationenmit Immunitt fur Zahlklassenund (c) Zahlen der Losungen von tiber
einemunarenAlphabetkodiertenNP-Mengen

Zur anschaulichemBeschreibbng dieserThemenwird dasfolgendekonkreteBeispiel
einesProblemsin NP verwendetZuvor wird der folgendegraphentheoretischBegriff
berbtigt. Fur einengegebenerGrapherG heil3eeineTeilmengel derKnotenmengeon G
eineunablangige Mengevon G, fallsalle Knotenin I paarweisaichtbenachbargind.Die
GroRe— d.h.die Anzahlder Knoten— einermaximalenunabtangigenMengevon G wird
mit mis(G) bezeichnetmisG) wird auchalsdie Unabléngigleitszahlvon G bezeichnet.

Abbildung 1 zeigteinenGraphenz, der zwei maximaleunablangigeMengenmit je-
weils siebenKnoten besitzt,d.h., mis(G) = 7. Independent Set ist dasfolgendeEnt-
scheidungsproblenGegebenein Paar (G, k), wobei G ein Graphist und k einepositive
natlrliche Zahl, ist eswahr, daBmis(G) > k? Independent Set ist ein NP-wollstandi-
gesProblemund somit einesder schwersterProblemein dieserKlasse,dennjedesNP-
Problemlaf3tsichin Polynomialzeiin Independent Set transformierenTechnisclgesagt
ist einesolchePolynomialzeit-Tansformatioreinepolynomialzeitbesclinktemary-one-
Reduktion:Fur MengenA und B ist A in Polynomialzeitauf B mary-one-reduzierbar
falls es eine polynomialzeitberechenbafaunktion f gibt, so daRfur alle z € £* gilt:?
r € A < f(r) € B. Fur eineKomplexitatsklasseC heilteineMengeA C-schwer;
fallsjedeMengeB ausC in Polynomialzeitauf A mary-one-reduziertverdenkann.Ist A
sowohl ein Elementvon C alsauchC-schweysoheil3tA C-vollstandig

Fur Tausendeson Problemerist mittlerweile gezeigtworden,dal3sie NP-wllstandig

2y; = {0, 1} ist daszugrundeelegtebinareAlphabet,und %* bezeichnetlie Mengealler Worter iibers..
3Man beachteaberdie hiervon abweichend&erwendungler Sprechweisg C-schwer’, die in Kapitel 6
vereinbariundnur dortverwendetwird.



sind; sieheGargy und JohnsonGJ79. Eigentlichist esunwesentlichywelchesspezielle
NP-wllstandigeProblemwir als Beispielwahlen,dennesist bekanntdalRwennirgend-
ein NP-wllstandigesProblemin P liegt, dannsind alle NP-wllstandigenProblemein P
enthalten.Tatsachlichlegt die beiihmtelsomorphigermutungvon Bermanund Hartma-
nis[BH77] nahe damoglicherweisesamtlicheNP-wllstandigeProbleman Wirklichkeit
nur einunddasselbéroblem,in Verkleidung“sind.

Wir wenderunsnunderdetailliertenBeschreibngdereinzelnenThemerzu,diein der
vorliegenderHabilitationsschriffoehandeltverden.Dabeiwird insbesonderauf die Mo-
tivationunddenhistorischerHintergrundderaufgevorfenenFragenund dereingefihrten
Begriffe eingeggangenund eswerdendie wichtigstenErgebnissealer vorliegendenSchrift
denausder Literatur bekannterErgebnissergegeriibegestellt,mit denensie in Zusam-
menhangstehen.

(1) Zertifikatk omplexitat —[HRW97a HRW97b]. GegeberseiereinProblemA € NP
undeineNP-MaschineV fur A (d.h.,A = L(N) istdie von N akzeptierteéSprache)und
x € A seieinevon N akzeptiertdnstanz.Ein Zertifikatfur ,,z € A" isteinWort z € ¥*,
daseinenakzeptierendeBerechnungspidvon NV beiEingaber kodiert.Anderegebi&uch-
liche Bezeichnungefilr ,,Zertifikat“ sind,,Zeuge“und,,Losung" Fir jedesZertifikat z fur
~r € A" gilt: (a) die Langevon z (bezeichnemit |z[) ist polynomiellin |z|, und (b) z
bezeugdie Zugelorigkeit von z zu A so,dalRdiesdeterministischn Polynomialzeiteri-
fiziert werdenkann.

Betrachtenwir beispielsweis@lasProblemIndependent Set; /N seidie kanonische
NP-Maschindur diesesProblem,d.h. der,,natirliche* NP-Algorithmus,der bei Eingabe
(G, k) alle moglichenTeilmengender Knotenmengevon G rat, die mindestens: Kno-
ten enthalten,und fir jede gerateneTeilmengepriift, ob sie eine unablangigeMenge
von GG ist, und entsprechendkzeptiertist G beispielsweiseler GraphausAbbildung 1,
soist (G,7) € Independent Set, und die beidenZertifikate dafir, dal N bei Ein-
gabe(G,7) akzeptiert,sind die (geeignetals Worter Uber Y kodierten)Knotenmengen
{v1,v3, s, Vg, Vg, V19, V12 } UND{v1, v3, V5, V7, V8, V10, V12 }. UM die Gultigkeit einessolchen
Zertifikats zu prufen, muf3 man lediglich verifizieren,dal3 es siebenKnoten entralt, die
paarweisainablangigsind,wasnicht schwerist, wenndie NachbarschaftsmatrokesGra-
phengegebenst.

Die Nutzlichkeit von Zertifikatenliegt auf derHand— bzw. liegt begriindetin ihren Ei-
genschaftefa)und(b). Dochwie kannmanZertifikatein die Handbekommenwie sieef-
fizientfinden?n Kapitel 3 dervorliegenderchriftwerdensolcheNP-Mengeruntersucht,
derenMaschinerschwerbzw leicht zu berechnendgertifikatehaben Ein Zertifikat heil3t
leicht berechenbar falls eseinein Polynomialzeitberechenbar&unktion f gibt, sodal
fur jedeEingaber € A derWert f(x) ein Zertifikatfur ,,z € A" ist. Ein Zertifikatsystem



(d.h.eineNP-Maschine)V fur A heildtleicht, falls N fur jedeakzeptierteEingaber € A
leichtberechenbargertifikatebesitzt.

Insbesonderevird in Kapitel 3 die KlasseEASYY aller der Mengenstudiert,deren
samtliche Zertifikatsysteméeicht sind. AuRerdemwird die KlasseEASY5, aller der Men-
genuntersuchtfur die wenigsten®in leichtesZertifikatsystemnexistiert, esstellt sichher
aus,daRdie GleichheitEASY; = P gilt, undsomitgilt die InklusionEASYY, C P. Analog
zu diesenbeidenKlassenwerdendie KlassenEASY?, und EASY;, aller der Mengenein-
gefuhrt, derenZertifikatsystemdediglich fiir unendlit viele Eingabereicht seinmiissen.

Haben leichte Mengen nur leichte Zertifikatsysteme?Mit anderenWorten, gilt
EASY, = P? Borodinund DemergBD76] bewiesenbereitsvor mehrals zwei Jahrzehn-
ten, dal3die Antwort auf dieseFragenegatyv ist, aul3erestritt ein unwahrscheinlicher
scheinendeKollapsvon Komplexitatsklassewin. In derhier verwendeterNotationkann
derSatzvon BorodinundDemerswie folgt formuliertwerdenWennNPNcoNP# P, dann
P ¢ EASYY, wobeicoNPdie Klasseder Mengenist, derenkomplemenin NP liegt. Das
heil3t,der Satzvon Borodinund Demerssagt,dal3esunterAnnahmeeinersehrplausiblen
Hypothesdeichte Mengen(d.h. Mengenin P) gibt, die nicht nur leichte Zertifikatsyste-
mehabenDiesesschbneErgebnismotiviertedie Untersuchungerdie zu denin Kapitel 3
dagestellterErgebnisseriuhrten.

Insbesondereverdendie KlassenEASY,, und EASY?, mit denMitteln der Kolmogo-
roff-Komplexitat charakterisiertund somitwird ihre Rolustheitgezeigt.Informell gesagt
ist die Kolmogorof-Komplexitat ([Kol65, Cha66],sieheauch[LV93]) ein Mal3 fur die
»Zufalligkeit“ endlichebinarerWorterin eineminformationstheoretischeinn.Hier wird
der Begriff derKolmogorof-Komplexitatverwendetum die Zufalligkeit von Zertifikaten
zu beschreiben,Zufalligkeit* bedeutetlabeifiir ein Zertifikat, daf3es,,schwerzu finden®
ist,d.h.,eskannnichtin Polynomialzeiberechnetverdenlm Gegensatzlazuhabenreich-
te Zertifikatsystemdur jede akzeptierteEingabeZertifikate mit kleinerverallgemeinerter
Kolmogorof-Komplexitat? die leicht zu findensind.

Wird beispielsweisein Zertifikat fur ,,(G, 7) € Independent Set“ zufalligerweise
durchdasWort kodiert,dasnur ausEinsenbesteht- 1" fur einn € N —, dannhandeltes
sichnichtumeinKolmogorof-zufalligesZertifikat,denndiesedNort lal3tsichextremstark
komprimieren- namlichin ein Wort, daf3nur die Anzahlrn derEinsenin Binardarstellung
angibtundsomitlogarithmischkiirzerist alsdie urspiinglicheDarstellungdesZertifikats.
Esist jedochsehrunwahrscheinlichdal3NP-wllstandigeMengenwie Independent Set

4 Zufalligkeit" im SinnederKolmogorof-K omplexitatbedeutet,Nichtkomprimierbarleit* im Sinneder
Theorieder Datenlomprimierung Der Begriff der verallgemeinerterKolmogorof-Komplexitatwurdevon
Hartmanis[Har83 eingefihrt; diesemift nicht nur, wie starkein binaresWort komprimiertwerdenkann,
sondernauch,welcherZeitaufwandnotig ist, um dasurspiinglicheWort ausdementsprechendekompri-
miertenWort wiederzugainnen.



leichte Zertifikatsysteméaben DieseEigenschaftviirdewegenEASYZ = P unmittelbar
P = NP implizieren.

Die vorliegendeArbeit liefert eineReiheneuerErgebnissdinsichtlichderWahrschein-
lichkeit, mit der Separationeder KlassenEASY$, mit « € {3,V} und g € {V,io}, von
Standard-Kmplexitatsklassemwie P, NP, NPN coNPoderderKlassealler endlichenMen-
genzuerwartensind.GenauegesagtverdensolcheSeparationem Zusammenhanguan-
derenkomplexitatstheoretischeBedingungemesetzundsomitAussageriiberdie Grol3e
der EASY-KlassengemachtDieseBedingungerbetrefen solcheEigenschaftenvie Im-
munitatund Bi-Immunitat,> P-printability? undKollapsevon Komplexitatsklassen.

DieseErgebnissénaberdie Formvon Implikationenwie der Satzvon BorodinundDe-
mersodervon Aquivalenzernwie der folgendeSatzausKapitel 3: EASY) # NP genau
dann,wennP # NP. Eine konkreteKonsequenzliesesSatzesst: Damit jedesZertifi-
katsystentur Independent Set leichtist, geriigt es,dal3irgendeinZertifikatsystentur
Independent Set dieseEigenschafbesitzt.EineandereKonsequendiesesSatzesst die
ImplikationP # EASYY = P # NP.

Die bishergenannterErgebniss&kannmanals positive ResultatebezeichnenEswer-
denauchnegative Resultatdbewiesen die zeigen,dal3imancheder positiven Resultateop-
timal sindin demSinne,daf3die Umkehrungderentsprechenddmplikation nichtin allen
relatvierten Welten gilt. Ein Beispielfur ein solchesnegatives Resultatist der folgende
Satz:Esgibt ein Oralel A, sodaRNP* # P* = (EASY/)4. DieserSatzsagt,daRdie Um-
kehrungder obenerwahntenimplikation P # EASYY, = P # NP nichtin allen Relati-
vierungergilt. Gleichzeitigversclarft dieserSatzdasfolgendeklassischdresultatvon Ba-
ker, Gill undSolovay[BGS75]:Esgibt ein Orakel B, sodalBNP? # P? = NP? n coNP”.
DiesesErgebnissagt,dal3die (triviale) Implikation P # NP N coNP = P # NP nicht
robust (d.h. nicht in allen Relatvierungen)umkehrbarist. Da sich, dank desSatzesvon
Borodinund Demersgdie Implikation P # NPN coNP = P # NP zerlggenlal3tin:

1)  (P#NPNCONP = P#£EASY!) A (P#EASY] — P#NP),

unddadie beidenimplikationenin (1) in allenRelatvierungergelten,ist derobenerwahn-
te Satztatsachlichstarker alsderSatzvon Baker, Gill undSolovay. Bemerlenswerterweise
ist auchdie andereder beidenimplikationenin (1) — d.h. die Aussagedes Satzesvon

SImmunitat und Bi-immunitat sind sovohl in der Rekursionstheorials auchin der Komplexitatstheorie
wichtige Begriffe, sieheRogerdRog67. EineMengeL heilitimmungegeneineKomplexitatsklasse, falls
L eineunendlicheMengeist, aberkeine der unendlichenTeilmengernvon L in C liegt. L hei3tbi-immun
gegen(, falls savohl L alsauchdasKkomplementon L immungegen C ist.

5p-printability [HY84] ist ein Begriff, derausder Theorieder Kolmogorof-K omplexitatund Datenlom-
primierungstammt.Eine Mengeheil3tP-printable, falls alle ihre Elementebis zu einergegebenen.angein
Polynomialzeitausgedruckiverdenkdnnen.



Borodin und Demers— nicht robust umkehrbar Naor und Impagliazzo[IN88, Propositi-
on 4.2] (sieheauch[CS93 FR94,FFNR94) habenein Orakel C' konstruiert,so dal3gilt:
(EASYY)C # PY = NPY N coNF”. Auch diesesResultatist wegen(1) eineVersclarfung
desSatzes/on Baker, Gill und Solovay.

(2) Einwegfunktionen. Die oben gemachterBemerkungerdaribet dald es fur NP-
vollstandigeMengentrotz ihrer grof3enpraktischenBedeutunggegenwartig keine effi-
zientenAlgorithmen gibt, konntenden (falschen)Eindruck erweckthaben,dal Berech-
nungsefizienz daseinzigeKriterium dafur sei, was nutzlich, wichtig, winschenswerist
fur praktischeAnwendungenim Gegenteil: Fur bestimmteAnwendungerist geradedie
Eigenschaftler Berechnungseffizienz— besondersvennsie bewveisbardneffizienzist —
nutzlich undwiinschenswertnsbesondersind hier Anwendungergemeint,die mit stra-
tegischenErwagungereu tun habenmit Sicherheitmit Gegenspielerndie tibereinebe-
stimmteBerechnungskrafterfigen,usw SolcheAnwendungerberbtigenBerechnungs-
ineffizienzundverlassersichauftheoretischwohlbegriindeteResultatedie dieselneffizi-
enzalseinwesenseigen@derkmalderbetrachteteBerechnungsaufgalmachweisenEin
solchesAnwendungsgebidommteinemsofortin denSinn: Kryptographie’

In derKryptographieversuchiman,sicheréNegefir die Ubertragungonverschiissel-
ten DatentiberunsichereKanale zu finden. Damit versuchtman zu garantierendaf3die
ubertragenennformationensicher sind gegen Lauschangrie, Falschungder Urheber
schaftusw Zu diesemZweck missengeeignetekryptographischédrotololle entworfen
werden,derenGrundbausteinelementareryptographisch®bjektesind wie z.B. Pseu-
dozutllsgeneratoremit-Commitment-SchemataderEinwegfunktionen Einwegfunktio-
nensindFunktionendie sichleichtberechnerabemurschwelinvertierenlassenim tradi-
tionellenModell derworst-caseKomplexitatverstehtmanunter,,schwelinvertierbar’, daf3
kein Polynomialzeit-Algorithmu# derLageist, fur jedesWort z ausdemBild der Funk-
tion einesderUrbilder von z zu berechnef.DieserBegriff derkomplexitatstheoretischen
Einweggfunktiongehtauf Grollmannund SelmanGS88]undKo [Ko85 zuriick.

Eine Fragevon zentralerBedeutungn der komplexitatstheoretischeKryptographie
ist die Frage,ob Einwegfunktionenexistieren.Esist bekanntdal3Einwegfunktionenge-
naudannexistierenwennP # NP. Deshallist eineAntwort aufdie FragederExistenzvon

"Dasist allerdingsnichtdaseinzige Beispielsweisavurdeein sehrinteressante&nwendungsgebigom-
plexitatstheoretischdneffizienzresultat@on Bartholdietal. [BTT894] erschlossertsie zeigten dal3fur das
Copeland-Vihlsystem- einin der PraxisheuteverwendetedVahlsystem- eineManipulationderWahlvom
erforderlicherRechenaufwndhersehrschwierigist, namlichNP-wllstandig.

8Fir die meistenkryptographischenwendungergeriigt dieseDefinition nicht. Stattdesserwird das
Modell der avetage-caseKomplexitat zugrundgelegt und gefordert,dal3nicht einmal randomisierteAlgo-
rithmenin derLageseien Einwegfunktionenmit verninftig beschéankterFehlervahrscheinlichkit zu inver-
tieren.Solchekryptographischei&inwegfunktionerwerdenhier nicht betrachtet.



Einweggfunktionennichtzu erwarten,aufemankonntedasP Z NP Problemldsen.Daher
versuchimanwenigstensdie Existenzfragdur verschiedenspezielleTypenvon Einweg-
funktionendurch geeignetekomplexitatstheoretisch8edingungen- wie z.B. durch Se-
parationervon Komplexitatsklasser zu charakterisiererGrolimannund SelmanGS88]
zeigtendalesinjektive undsurjektve Einwegfunktionen(d.h. Einwegpermutationenye-
naudanngibt, wennP # UPN coUP?

In Kapitel4 dervorliegenderSchriftwerdensolcheCharakterisierungefiir bestimmte
wichtige Typenvon EinwegfunktionenerhaltenInsbesondereverdenEinwegpermutatio-
nen betrachtetund die assoziatien Einwegfunktionen,die kiirzlich von Rabi und Sher
man[RS97 eingefihrtwurden.

(2a) Assoziatve Einwegfunktionen — [HRa]. Rabi und Sherman[RS97 prasentier
ten kryptographischérotololle fur digital signatuesundfir unauthenticatedecet-key
agreementwelchevon ihnenselbstund von Rivestund Shermarentwickelt wurden.Die
kryptographischeGrundbausteindieserProtololle sindstarle 1° totale, kommutatie (im
Falle von multi-party secet-key agreement und assoziatie Einwegfunktionen.Obwohl
Rabiund ShermafRS97 bewiesen,dalRassoziatie Einwegfunktionengenaudannexi-
stierenwennP # NP, lieBensie die Frageoffen, ob irgendeinenaiirliche komplexitats-
theoretisch@&edingunghinreichendr die Existenzstarler, totaler kommutatverundas-
soziatver Einwegfunktionenist. In Kapitel 4 wird dieseFragebeantvortet: Starle, totale,
kommutatve undassoziatie Einwegfunktionenexistierengenaudann,wennP # NP.

Rabiund ShermarfRS93 fragenauch,ob ausjedergegebenerEinwegfunktioneine
starle, totale,kommutatve und assoziatre Einwegfunktion konstruiertwerdenkann.Der
Beweis desobengenannterbatzeggibt auchauf dieseFrageeine positive Antwort. Es
ist bekannt(siehe[GS88]), wie manauseinerbeliebigenEinwegfunktion eine Mengein
NP — P erhalt. Der BeweisdesobengenannterSatzeszeigtkonstruktv, wie auseinerbe-
liebigenMengein NP— P einestarle, totale, kommutatve undassoziatie Einwegfunktion
kreiertwerdenkann.Ganzkonkretist unterder AnnahmeP # NP z.B. Independent Set
eineMengein NP — P, unddie Konstruktioneiner Einwegfunktionmit dengewiinschten
Eigenschaftelkkannmittels einerkonkreten- z.B. mittels der weiter obenbeschriebenen
kanonischer NP-Maschindir Independent Set deterministisciin Polynomialzeitws-
gefuhrtwerden.

SUP[Val7q ist die Teilklassevon NP, die aussolcherMengenbestehtderenMaschinerfiir jedeEingabe
hochstensein Zertifikat erlaubtist, und coUP st die Klasseder Mengen,derenKomplementin UP liegt.
UP spielt seit langemeine zentraleRolle in der komplexitatstheoretischeKryptographie,siehe[GS89.
Kandidaterfur Problemdn UPN coUP— P sinddas(gegeignetals Mengekodierte)Problem dendiskreten
Logarithmuszu berechnefiGS89, unddasProblemPrimality Testing [FK92].

OInformell gesagheiRteine zweistelligeEinwegfunktionstark, falls sie selbstdannschwerinvertierbar
ist, wenneinesihrer Argumentegegebenist.



Ausgehendion KleenegKle52, pp. 327-328]sogfaltiger UnterscheidungweierTy-
penvon GleichheitzwischerpartiellenFunkionent! diein der Rekursionstheoribekannt
sind als schwade bzw. vollstandige Gleichheit wird eineneueDefinition fur denBegriff
derAssoziatvitat partiellerzweistelligefFunktionenvorgeschlagerEswird amgumentiert,
dalRdieseneueDefinition einennatirlicherenBegriff der Assoziatvitatliefert alsdie von
Rabiund ShermarfRS97] verwendeteDefinition. Dennochwird gezeigt,dal3die Ergeb-
nissevon Rabiund ShermarfRS97]sawie die ErgebnisseausKapitel 4 dervorliegenden
Schrift sogarunterdieserstrengererefinition gelten.

Fernerwird dasProblemder Existenzinjektiver assoziatier Einwegfunktionenunter
sucht.Obwohl Rabiund ShermarfRS97] bewiesen,dallkeinetotaleassoziatie Einwegy-
funktioninjektiv seinkann,wird in Kapitel4 gezeigtdalnicht-totale jnjektive,assoziatie
EinweggfunktionergenawannexistierenwennP # UP.AulRerdenwird ein Gegenbeispiel
zu einer Konstruktiongegeben,von der Rabi und ShermanRS97 behauptensie kon-
vertierejede nicht-totaleassoziatie Einwegfunktionin einetotale. Genauemgesagiwird
gezeigtdallein BeweisdieseBehauptungofortUP = NP beweisenwiirde.

(2b) Partielle und totale Einwegpermutationen—[RH96], sieheauch[HRW97b]. Ei-
ne Einwegpermutationist eineinjektive und surjektve Einwegfunktion.In Kapitel 4 wer
densowohl partiellealsauchtotaleEinwegpermutationebetrachtet.

Interessanterweideatauchdie in Kapitel 3 definierteKlasseEASY,, einenengenBe-
zugzur Existenzvon Einwegfunktionen Fennertal. [FFNR9G charakterisiertedie Exi-
stenzsurjektver Einwegfunktionen(welchenicht notwendiginjektiv sind)durchdie Sepa-
rationP # EASYY,. In Kapitel 4 werdendie UP undFewP Analoga? derKlasseEASYY be-
trachtetDiesebeiderKlasserwerdenmit EASYY(UP) bzw. EASYY (FewP) bezeichnetEs
wird gezeigt,dal3SeparationedieserKlassenvon P geeignesind, die Existenzverschie-
denerTypenvon Einwegfunktionenzu charakterisiererBeispielsweisavird in Kapitel 4
die Existenzvon partiellenEinwegpermutationedurchjedederfolgenderdrei Bedingun-
gencharakterisiert(1) EASYY(UP) # P;(2) ©* ¢ EASYY(UP); und(3) EASYY(UP) ist
nichtunterKomplementbildungbgeschlossen.

Eine Konsequenazlieser Charakterisierungler Existenz partieller Einwegpermuta-
tionen und der oben erwahntenCharakterisierunggon Grollmannund Selmanist, dafl3
EASY{(UP) # P genaudanngilt, wennP # UP N coUP. Mit andererWorten,im Fal-
le desUP-AnalogsdesSatzesson Borodin und Demersgilt sogardie Umkehrung;diese
Aussagevurdevon HartmanisandHemaspaandr&iH88] direkt bewiesen.

Auchfur die Existenztotaler Einwegpermutationemvird in Kapitel 4 einenotwendige

Einepartielle Funktionist einenicht notwendigilberalldefinierte d.h. einenicht notwendigtotale Funk-
tion.

?FanP [AlIB6, AR8S] ist die Teilklassevon NP, die aus solchenMengenbesteht,derenMaschinen
hochstenpolynomiellviele (in der Eingabgrof3e)Zertifikatefur jede Eingabeerlaubtsind.
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undhinreichenddedingungangeeben.

(3) Heuristik enversusNP-Vollstandigkeit. NP-Vollstandigleitsresultateverdenoft als
negative Ergebnisseangesehergennsie driicken die Unmoglichkeit aus,praktischwich-
tige Problemeeffizient zu |6sen.In der Praxisist esdaheroft zwecknaRig, heuristische
Algorithmenanzuwendendie schnellsindundin vielenFallenkorrekteL dsungeriefern.

Betrachterwir nocheinmaldenBeispielgrapheits in Abbildung 1. G hatzufalliger-
weisenur Knotenmit maximalemGrad2,*® undesist bekanntdaBdasIndependent Set
Problemfir GraphenderenKnotendenGrad2 nicht iberschreitergeterministischn Po-
lynomialzeitlosbarist, siehe[GJ79. EbensdkanneinegegebendHeuristikdiesesProblem
korrektlosen,falls der Eingabgrapheine fir dieseHeuristik gut geeigneteStrukturhat.
Doch nun stellt sich die Frage:Fur weldhe Eingabenkann eine gegebeneHeuristik das
Problemlosen?

DerMinimum-Dgree-GeedyAlgorithmus(kurz: MDG-Algorithmus)ist einebekann-
te und sehrsimpleHeuristikzum FindenmaximalerunablangigerMengenin einemGra-
phen.Hat der Eingabgrapheine bestimmteeinfache Struktur dannarbeitetder MDG-
Algorithmuskorrekt. Sofindeter effizient einemaximaleunablangigeMengedesgegebe-
nenGraphenfalls dieserein Baumist, ein split-Graph,dasKkomplementinesk-Baumes,
einwohliuberdeckteGraphoderein vollstandigk-partiterGraph.

SelbstwenneineHeuristiknichtdasOptimumfindet,kannsiedennoclpraktischniitz-
lich sein,wennsie die optimaleLdsungdesProblemshinreichendgut approximiert.Es
ist bekanntdalRder MDG-Algorithmusfir bestimmteKlassenvon Grapheneinenguten
Approximationsratidhat[HR94].

Die zentraleFragein Kapitel 5 ist: Gagebenseienein schweresProblemundein heuri-
stischer Algorithmusfur diesesProblem;wasist die Kompleitat desProblemsdiejenigen
Eingabenzu erkennen,fur die die Heuristik das gegebeneProblemkorrekt |l6senkann?
DieseFragekannunterwenigstengirei Gesichtspunktekonkretisiertwerden.Diesedrei
Aspektewerdenhier anhanddes Independent Set Problemsund der MDG-Heuristik
erlautert.ErstenskannmandasEntsdeidungspoblemIndependent Set aufdiejenigen
Graphereinschanken, fur die der MDG-Algorithmus eine maximaleunablangigeMen-
gefindenkann,unddie KomplexitatdeseingeschiinktenProblemauntersuchernZweitens
kannmannachderKomplexitatdesvoneinerfixiertenHeuristikinduzierterOptimierungs-
problemdur Independent Set fragen:Wie schwerist eszuerkennenfur welcheGraphen
G der MDG-Algorithmus die Unablangigleitszahlvon G (d.h. die Anzahl migG) der
KnoteneinermaximalenunablangigenMengevon G) exakt bestimmerkann?Dieselbe
Fragekannmanfir dasApproximierbarleitspooblemstellen: Gegebeneinefixierte Kon-
stanter, wie schwerist eszu erkennenfur welcheGrapheni der MDG-Algorithmusdie

13Der Grad einesknotenw ist die AnzahlseineNachbarknoten.
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Unabtangigleitszahivon G in einemFaktorvonr approximiererkann?

In Kapitel 5 wird dieseFragefur zweiwichtige NP-wllstandigeGraphenproblemen-
tersuchtfir Independent Set undfir K-Colorability, siehe[GJ79. Esseix(G) die
chromatisch&ahl einesGraphen, d.h.die kleinsteZahl von Farbenmit denenmandie
Knotenvon G sofarbenkann,dal3keinezwei benachbarteKnotendieselbe~arbeerhal-
ten.K-Colorability ist dasfolgendeEntscheidungsproblen@egebenein Paar (G, k),
wobei G ein Graphist und & eine positive natirliche Zahl, ist eswahr, daBx(G) < k?
Bereits3-Colorability, der Spezialall diesesallgemeinerProblemdir £ = 3, ist NP-
vollstandig.

(3a) Unabhangige Mengen — [HR984a], sieheauch [HHR97c]. BodlaenderThilikos
und Yamazaki[BTY97] untersuchtemlie Kompleitat desobenernahntenApproximier
barkeitsproblemdir Independent Set und die MDG-Heuristik: Gegebeneine fixierte
Konstanter > 1, wie schwerist es zu erkennen,fur welche GraphenG der MDG-
Algorithmusdie Unablangigleitszahivon G, mis(G), in einemFaktorvon r approximie-
renkann?(Fur denSpezialall » = 1 emibt sichgeradedasobengenanntéOptimierungs-
problem.)Sie bezeichnetediesesProblemmit S, fir ein beliebigfixiertesr. Sie zeigten,
daRfur jederationaleZahlr > 1 dasProblemsS, coNP-schwerst. Sie fandenaucheine
obereSchranle fiir die Komplexitat diesesProblemss, istin P, derKlasseder Proble-
me,die mittelssequentiellengd.h.,,, Turing“-) Zugriff aufeinNP-Oralelin Polynomialzeit
gelostwerderkdonnenBodlaendeetal. [BTY97] lieRendie Frageoffen,ob sichdie Liicke
zwischenobererund untererSchrank fur die Komplexitatvon S, schlie3eral3t.Fur den
Spezialéll » = 1 zeigtensie,dal’S; sogarDP-schweist, wobeiDP [PY84] die Klasseder
Mengenist, die sich als Differenzzweier NP-Mengendarstellenlassen Auch in diesem
Fall lieRensie die Frageoffen, ob S; vollstandigfir DP odereinegroRereKlassewie PP
ist.

In Kapitel 5 werdenalle offenenFragender Arbeit [BTY97] beantvortet. Eswird ge-
zeigt, daRfur jederationaleZahl r > 1 dasProblems, vollstandigfur P\” ist, die Klasse
derProblemedie mittelsparallelem(d.h., ,truth-table*) Zugriff aufein NP-Oralel in Po-
lynomialzeitgelbstwerdenkonnen Esgilt: NPU coNPC DP C P|'\|‘P C PP,

Die KIassePﬁ‘P ist kuirzlich wiederstarkin denBlickpunkt desinteressegetreterund
hatsichalssehrwichtig fur die Bestimmungler Komplexitat natirlicher Problemeerwie-
sen,fur die zuwvor nur bekanntwar, daf3sie NP-schwerodercoNP-schwesind, siehedie
Arbeiten[HHR97a HHR97h HW97] unddenUbersichtsartikl [HHRI7c].

(3b) Graphfarbbarkeit — [Rot98a]. Fernerwird in Kapitel 5 die Komplexitat gewis-
serEinschankungerdesEntscheidungsproblemsColorability untersuchtDieseEin-
schiankungenwerdendurch verschiedené&raphfrbungsheuristikn induziert, beispiels-
weisedurchden sequentiellerAlgorithmus, der die KnotendesGraphenin verschiede-
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nen Reihenfolgendurchiuft — z.B. in der Reihenfolgedie die Knoten nachfallendem
Gradordnet,oderin der Reihenfolgedie gemalR der rekursven smallest-lastOrdnungs-
prozedurvon Matula et al. [MMI72] entsteht.Zu den siebenin Kapitel 5 untersuchten
Graph@rhungsheuristikn zahlt auchder Algorithmusvon Wood [Woo069. Fur jededie-
serHeuristiken zum Farbenvon Graphenwird gezeigt,dalddie durchsie induzierteEin-
schiankungvon 3-Colorability immernochNP-wollstandigist.

(4) Komplexitat eingeschéankter Zahltypen. Um die Komplexitat desProblemsdie
PermanenteinergegebenerMatrix zu berechnenprazisebeschreiberzu konnen,fuhr

te Valiant[Val79a] die Zahlklasse#P ein. Seithersind Zahlklasserein zentralerUnter

suchungsggenstandn der Komplexitatstheorieund eine Vielzahl nitzlicher wichtiger,

manchmalauch unervarteter Resultateist erzielt worden, siehez.B. [Hem87, Hem89

Tod91a Tod91h TO92 Tor88, Tor91] und die exzellentenUbersichtsartikl [Sch90,
For97]. Traditionellwird NP als eine Klasseangesehergie denBegriff der existientiel-
len Quantifizierungverkorpert: Gibt eseineLdsung(m.a.W ein Zertifikat) fir einegege-
beneProbleminstanzYaliantsArbeit unddie ihr nachfolgenderrbeitenfragendaggen
nachder exaktenAnzahlder Losungertir eine ProbleminstanzD.h., #P ist die Klasse
derFunktionendie angebenwieviele ZertifikateeineNP-MaschindeijederEingabehat.
BeispielsweisentsprichtlerkanonischeNP-MaschineV fir Independent Set, diewei-

ter obenbeschriebemvurde,eineFunktion fy € #P; ist G derGraphausAbbildung1, so
emibt sichz.B. fx({(G, 7)) = 2. Viele wichtige Zahlklasserund probabilistischeklassen
wie PP, BPP, GP, &P und SPPkonneneleggant mittels #P-Funktionendefiniertwerden.
DasStudiumderKlasse#P undderverwandterKlasserhatsignifikanteAnwendungern

derSchaltkreistheorieandin andererGebieten.

(4a) Zahleigenschaftenvon Schaltkreisen— [HRb, HR98b]. Die Mutter der Komple-
xitatstheorieist die RekursionstheorieEinesder schbnstenund wichtigstenErgebnisse
derRekursionstheoriest der Satzvon Rice [Ric53, Ric56], der sagt,dal3jedenichttrivia-
le Spracheigenschadierrekursv aufzahlbarenSpracherunentscheidbast. Borchertund
Stephar{BS97 gabendenAnstol3fur die SuchenachkomplexitatstheoretischeAnaloga
desSatzesron Rice,undsie erzieltenersteErgebnisséiinsichtlichder Komplexitat nicht-
trivialer Zahleigenschaftewon Schaltkreisen.

Zur Definition derverwendeteBegriffe: JedeTeilmengeA C N dernatirlichenzZah-
len ist eine Zahleigenshaft von Scaltkreisen gilt ) # A # N, soheil3t A nichttrivial.
Zu jederZahleigenschafid von Schaltkreiserwird dasZahlproblemfur A definiertund
mit Counting(A) bezeichnetCounting(A) ist die Mengealler der (geeignekodierten)
Boolescherschaltkreise”, fur die gilt: Die Anzahldervon C' akzeptiertereingabevorter
(ausden2™ moglichenEingabevorternfir C', wennC' die Stelligkeit » hat)ist ein Ele-
mentvon A. Wie BorchertundStephariBS97]verwenderwir (ausschlie3licin Abschnitt
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(4a)) die folgendeSprechweiseWir sagengineZahleigenschafl von Schaltkreisenst
C-schwerfur eineKomplexitatsklasse, falls dasZahlproblemfur A C-schwerunterTu-
ringreduktionerist; d.h.,falls ¢ C Peounting(4),

InsbesondereeigtenBorchertund Stephar{BS97], daf3jede nichttriviale Zahleigen-
schaftvon SchaltkreisetJP-schweist, unddaf3bestimmtesngverwandteProblemeSPP-
schwersind. SPP[OH93, FFK94], eineVerallgemeinerungerKlasseUP, spielteinezen-
trale Rolle in der Komplexitatstheorieund ist insbesondereng verbundenmit den Ab-
schluReigenschaftaterKlasse#P [OH93].

In Kapitel 6 wird gezeigt,dafl3die zuerstgenannteuntereSchranlke von Borchertund
Stephan- jede nichttriviale Zahleigenschafton Schaltkreisenst UP-schwer nicht zu
einerunterenSchrank beziglich SPPverbessentverdenkann,aul3erestritt ein unwahr
scheinlicherscheinendeKollaps von Kompleitatsklasserauf: Wenn jede nichttriviale
Zahleigenschafton SchaltkreisersPP-schweist, danngilt SPPC PP,

Dennochwird die obengenanntauntereSchranlk von Borchertund Stephann Ka-
pitel 6 verbessertJedenichttriviale Zahleigenschafton Schaltkreisenst Constschwer
Die KlasseConst= P#cnst-PIOM] wird in Kapitel 6 als ein Analog derbekannterklasse
Few [CH90] eingefihrt. Grob gesagist Constdie Klassealler der Sprachengie in Poly-
nomialzeitmittelskonstantvieler Fragenanein #P-Funktionenorad entschiedemverden
konnen,wobei das#P-Oralel der Einschankungunterworfenist, dalReshodchstensine
konstanteAnzahlverschiedenewWerteannehmemlarf. Fur jedesk > 0 ist UP<;, definiert
alsdie Klassealler derNP-MengenderenMaschinerfir jedeEingabehdchstens: Zerti-
fikate habendurfen.WeiterseiUPy (1) = |-, UP<;. Esgilt:

UP=UP; CUP, C --- C UPy) C ConstC Few C SPP

AulBerdemwird in Kapitel 6 gezeigtdaf3jede,,P-konstruierbabi-unendliche‘Zahlei-
genschaftvon SchaltkreiserSPP-schwerst. Eine Menge A C N ist bi-unendlid, falls
sovohl A als auchdas Komplementvon A in N unendlichist. Grob gesagtist A P-
konstruierbar bi-unendlid, falls die Eigenschaftder Bi-Unendlichleit auf konstruktve
Weiseundeffizient (d.h.in Polynomialzeityverifiziertwerdenkann.

(4b) Separationenmit Immunit at fur Zahlklassen— [Rot98b, Rot98c]. Ko [K09(
und Bruschi[Bru92] zeigtenunablangigvoneinanderdal3in einergeeignetenelatvier-
ten Welt PSACE, die Klasseder in polynomialemRaumentscheidbareMengen,eine
Mengeenthalt, die immun ist gegen PH, die Polynomialzeit-Hierarchieon Meyer und
Stockmeger [MS72, Sto77. Eine Separatiorvon Komplexitatsklassendie durcheineim-
muneMengebezeugivird, ist einebesonderstarle SeparationdenneineimmuneMenge
enthalt nachDefinition hochstenendliche TeilmengerausderKlasse ,gegendie separiert
wird. Die Eigenschaftler Immunitat ,,schitzt* dieseMengefolglich dageen,,voninnen
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herapproximiertzu werden“durchunendlicheMengenausderKlasse gegendie separiert
wird.

In Kapitel 7 dervorliegenderSchriftwird die FragenachrelatviertenSeparationemit
Immuni&t fur PHunddie ZahlklasseriPP, GP und@Pin allendenkbarempaarweisetKom-
binationergestelltundbeantvortet. DieseErgebnisseversclarfenzuvor bekanntesinfache
Separationsgebnisseron Toran[Tor91], GreenGre91]undBerg undUlfberg [BU], wel-
chenichtiberdenVorteil derImmunitat verfigen.

Aulerdemwird einerelatvierte ,,GP-einfiche“Mengekonstruiert.Eine GP-einfade
Mengeist eineMengein GP, derenKomplemenimmun gegen GP ist. Ahnliche Ergeb-
nissewurdenvon Balcazaretal. [Bal85,BR8§ fir andereKlassenals GP erhalten.

Die in Kapitel 7 verwendetdBeweistechnikerforderteineexponentielleuntereSchran-
ke fur die Schaltkreiskmplexitat der BoolescherFunktion EQu!@!f, die der Zahlklasse
GP entsprichtDie beritigte untereSchrank fir EQu! kannauseinerbekannterunte-
renSchranlke fur die Schaltkreiskmplexitatder Majoritatsfunktionhegeleitetwerdendie
von Razbore [Raz87 bewiesenwurde.

(4c) Zahlen der Losungenvon tber einemunaren Alphabet kodierten NP-Mengen—
[GOR98a, GOR98h]. Kapitel 8 dervorliegendenSchrift untersucht#P, [Val794, die
Klasseder Funktionendie angebenyieviele ZertifikateeineNP-Maschinéei jederEin-
gabehat,falls dasEingabealphabeater NP-Maschineunar ist, d.h.,ausnur einemSymbol
besteht#P, ist eineEinschankungderKlasse#P undenthalt praktischwichtige Proble-
mewie z.B. dasProblemSelf-Avoiding Walk, einklassische®roblemder Statistischen
Physikund der PolymerchemiesieheWelsh [Wel93]. Valiant zeigtefir eine Reihevon
Problemengalfisie #P, -vollstandigsind. DieseProblemenabentypischerweiselie Form:
Berechndir einegegebenenaiirliche Zahl»n in Unardarstellunglie Anzahlder Graphen
mit n Knoten,die einefixierte Grapheigenschatt erfullen.ObSelf-Avoiding Walk #P; -
vollstandigist, ist eineseitlangemoffeneFrage.

Die entscheidend&ragebeziglich #P, ist, ob #P, in FP, derKlassederin Polyno-
mialzeitberechenbareRunktionenenthaltenist. In Kapitel 8 wird dieseFragein Bezug
zu andererkomplexitatstheoretischeBedingungergesetzt Es folgt unmittelbarausder
Definition, daf3alle unar kodiertenNP-Mengenn P liegen,falls #P, C FP. In Kapitel 8
wird gezeigt,dalRunterder Annahme#P, C FP weitereunwahrscheinlicherscheinende
Kollapsevon KomplexitatsklasseauftretenPH C P undP = BPP.

AulRRerdemwird gezeigt,dal3#P, genaudannin FP enthaltenist, wennjede Menge
in P eineleicht (d.h.in Polynomialzeit)oerechenbargcensus“-Funktioinat. Die census
FunktioneinerMengeL, censug, ordnetjedernatirlichenZahln in Unardarstellunglie
AnzahlderWoaorterin L mit Langen zu. Der Begriff dercensus-Funktiorst ein zentraler
Begriff in derKomplexitatstheorieunddie Untersuchungon census-Funktionenat sich
in vielfacherHinsicht als sehrnitzlich erwiesenund zu tiberraschendeAnwendungen
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gefuhrt.

Dastechnischédauptegebnisin Kapitel 8 ist, daRjedeFunktionaus#P,"" in FpiP
berechnetverdenkann.Als Konsequeneibt sich,dalR3die census-Funktioeinerjeden
Mengein P genaudannleicht berechenbaist, wennjede Mengein der Polynomialzeit-
HierarchiedieseEigenschafbesitzt.

Weiterhin wird in Kapitel 8 die Eigenschafteiner Menge, eine leicht berechenba-
re census-Funktiorzu haben,in Bezug zu anderenwichtigen Eigenschaftervon Men-
gengesetztDazugehrenEigenschaftemwie P-printability ,,rankability” [GS91] (eben-
falls ein Begriff, derausder Theorieder Kolmogorof-K omplexitatund Datenlomprimie-
rung stammt)und ,,scalability” [GH96] (der Abschlu3der ,rankable“Mengenunter P-
Isomorphie).

SchlieB3lichwird in Kapitel 8 gezeigt,dal3die praziseBerechnungler Funktionswer
te der census-FunktioeinerbeliebigenMengein P nicht wesentlichmehrBerechnungs-
aufwand erfordert,als dieseWerte in einembestimmtenSinn zu approximierenDiese
Aussagefolgt ausdem folgendenSatz: Fur fixierte Konstanteny und g gilt, dalRwenn
jede#P,-Funktionn®-numerierbaist in Zeit n®, soist #P, C FP. Der Begriff derg(n)-
Numerierbarkit (fur Funktioneng : N — N) wurdevon Cai und HemaspaandrgCH89]
eingefihrt, um die Werte von #P-Funktionerapproximatv, abereffizient zu berechnen.
Grob gesagtist eine Funktion f : ¥* — X* g(n)-numerierbaitin Zeit ¢, falls eseinen
Turingtransducegibt, der fur alle n € N bei Eingaber € " in Zeit t eineListe von
hochsteng(n) moglichenKandidaterfur denFunktionswervon f(z) ausgibtyondenen
einerderkorrekteWertist.
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