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Aufgabe 1: Abschluss von PP unter <P

» Zeigen Sie, dass PP unter <P abgeschlossen ist.

Losungsvorschlag: Wir setzen voraus, dass A <P B via f € FP, wobei B € PP
mit NPTM M. Wir miissen zeigen, dass A € PP gilt.

Wir konstruieren eine NPTM M’ fiir A. Die NPTM M’ arbeitet bei Eingabe = wie
folgt: Fiihre f(x) aus und simuliere M auf f(x). Akzeptiere und lehne ab, genau wie
M es tut.

Da f in deterministischer Polynomialzeit berechnet werden kann, verdndern sich
die Wahrscheinlichkeiten bei Berechnung von M nicht (Falls eine Normaliserung er-
wiinscht ist, wird am Ende eines jeden Pfades von f die Maschine M simuliert. Die
Wahrscheinlichkeiten &ndern sich nicht). Somit

1
re€ A < Pr({a | M akzeptiert z auf a}) > >
< Pr({a | M akzeptiert f(x) auf a}) >

<~ f(x) € B.

Aufgabe 2: Abschluss von RP unter <P

» Zeigen Sie, dass RP unter <P -Reduktion abgeschlossen ist.

Losungsvorschlag: Wir setzen voraus, dass A <P B via f € FP. Wir miissen
zeigen, dass B € RP = A € RP.

Sei M eine NPTM fiir B, d.h.
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N | —

y € B=Pr({a | M akzeptiert y auf o}) >

und
y ¢ B = Pr({a | M akzeptiert y auf a}) = 0.

Sei f die Polynomialzeitreduktion von A auf B. Wir konstruieren eine NPTM M’ fiir
A: fiir eine Eingabe x berechnet M’ zunéchst f(z) und simuliert dann M, d.h. M’
akzeptiert x genau dann, wenn M f(x) akzeptieren wiirde (Da f deterministisch ist,
andert sich nichts an den Wahrscheinlichkeiten fiir die Akzeptanz, wie bei Aufgabe
1). Das bedeutet insbesondere

e f(r) € B=x € A, und deswegen

Pr({a | M akzeptiert f(x) auf a}) >

I

N = N =

= Pr({a | M’ akzeptiert x auf a}) >

o f(r)¢ B=x ¢ A, und deswegen

Pr({a | M akzeptiert f(z) auf a}) =0

= Pr({a | M’ akzeptiert z auf a}) = 0.

Aufgabe 3: Abschluss von PP unter Komplementbildung

» Zeigen Sie (formal), dass PP = coPP gilt.

Losungsvorschlag: Sei L € PP via einer NPTM M mit Laufzeit p, dessen Berech-
nungsbaum immer einen vollen Bindrbaum bildet. Wir geben eine NPTM M’ an, so
dass fiir alle z € ¥*

1

r¢ L < Pr({a | M akzeptiert z auf a}) > 5

Dazu spaltet sich am Anfang der Berechnung von M’ der Berechnungsbaum in einen
linken und einen rechten Teilbaum auf:

e Der linke Teilbaum simuliert die Berechnung von M mit der Eingabe.
— Falls M auf einem Pfad akzeptiert, wird in den beiden Nachfolgern des
Pfades abgelehnt (M’ lehnt ab).

— Falls M auf einem Pfad ablehnt, wird in den beiden Nachfolgern akzep-
tiert.




e Der rechte Teilbaum ist ein voller Bindrbaum der Héhe p(|x|) + 1. In der Hilfte
der Blatter und einem zusédtzlichen Blatt wird abgelehnt, in der anderen Half-
te abziiglich einem Blatt wird akzeptiert (z.B. abwechselnd akzeptieren und
ablehnen und beim letzten Paar von Bléttern ablehnen).

Da M einen vollen Bindrbaum bildet, bildet auch M’ einen vollen Binarbaum.
Bezeichne mit

TOT )y (z) = {a | aist ein Berechnungspfad in M (z)},

TOT)p(x) = {a | «ist ein Berechnungspfad in M'(x)}

und mit
ACCy(z) = {av | M akzeptiert z auf a} C TOTy(z),

ACCyp(z) = {a | M’ akzeptiert x auf a} C TOTyp(z).

Dann

und M’ akzeptiert, wenn M ablehnt, oder wenn es sich in einer der akzeptierenden
Pfade des rechten Teilbaums befindet. Somit

2|TOT
IACCse ()] = 2(|TOTse(z)| ~ ACC(@)]) + 2Dy
Pr(ACCy/(z)) = Y pr(a)= Y 27ll= —ied
a€ACC,,/ (x) a€ACC, ./ (x) |TOTM’ (ZL‘) |
- ATOT (@) T4 2|TOTy(z)|  4TOTw(@)]

Angenommen x ¢ L. Zu zeigen ist, dass

Pr (ACC(z)) >

N | —

gilt. Nach Voraussetzung gilt dann

N[ —

Die Anzahl der akzeptierenden Pfade in M (x) ist echt weniger als die Hélfte. Somit

[ACCu(2)] _ elle)-1 7 1 1
ITOT ()| — op(|z[) “ 9 9p(a])”
Insgesamt ergibt dies
3 1.1 1 1 1 1 1
Pr (ACCyr (2)) 2 1 §<§ B zpuxn) ~ opahiz ~ 3 T op(antz 2 3




Angenommen x € L. Da M einen vollen Bindrbaum bildet,
|ACC s (z)] _ 1
Pr (ACC =M s
r(ACCM(@)) = 76T, @) 2 2
Somit
Pr (ACCy(z)) == — = — < _- - — <z
r(ACCw (@) = 4 = 3 TOTy (@) ~ ATOTw@)] =2 4 TOTw@)] - 2
— T € PP.
Also
LEPR —= LEFMP — [ Pk
und B
LecoPP — LePP — L €PP.

Aufgabe 4: Schwellwert-Klasse RPpan

» Wir nehmen an, dass der Verzweigungsgrad in einer NPTM maximal 2 ist. Fiir eine
gegebene (nicht notwendigerweise normalisierte) NPTM M definieren wir

TOTy(z) = {a | a ist ein Berechnungspfad in M(z)}

und
ACCy(z) = {a | M akzeptiert = auf a}.

Betrachten Sie die Klasse

es gibt eine NPTM M, so dass fiir jede Eingabe z gilt:
RPpatn = ¢ A| € A = |ACCy(z)| > Y2+ [TOT p()|;

Zeigen Sie
RPpatn = NP.

Losungsvorschlag:

e RP,.n € NP:
Sei L € RPpaen via M. Wenn o € L, dann

IACCys(2)| > V2 - [TOT p ()] > 1.

Somit akzeptiert M im Sinne von NP. Wenn = ¢ L, dann |ACCy(z)| = 0.
Somit lehnt M auch im Sinne von NP ab.




NP C RPpn:

Sei L € NP via M mit Laufzeit p. M’ simuliert M und fiigt an akzeptierende
Pfade jeweils einen rein akzeptierenden Teilbaum der Hohe p(|z|) + 1.

Wenn x € L, gilt

|ACCr(z)] = |ACC s (z)] - 202D+

und

[TOT s (2)| = [TOTar(2)] — [ACCa ()] + |ACCyy (2) |27V <
< 2p(2) _|ACCyy(2)| + |ACC ()| - 2PUD+ <
< |ACC ()] - 27070+ 4 |ACC ()| - 270D+ = |ACC ps ()] - 270120 +2

also insgesamt

’TOT]\/[/ ($)‘ -2 ’

Wenn x ¢ L, dann gibt es in M und somit in M’ keine akzeptierenden Pfade.




