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Aufgabe 1: Gewichtete Wahlspiele
Sei P ={1,...,n} eine gegebene Menge an Spielern.

(a) Betrachten Sie das gewichtete Wahlspiel G = (1,2,...,n; ¢) mit ¢ = {”{J und n > 3.
Welche der Eigenschaften Monotonie, Superadditivitit, Anonymiatdt, nicht-leerer Kern,
Konvexitdt und nicht-leere Imputationsmenge erfiillt das Spiel fiir alle n > 37 Be-

grinden Sie jeweils Ihre Antwort.

Losungsvorschlag:
Das Spiel ist einfach, also monoton. (Das gilt fiir jedes gewichtete Wahlspiel.)
Es ist nicht fiir alle n superadditiv, etwa fir n =4 gilt: v(P) =1<2=1+1=

v({1,4}) +v({2,3}).

Da das Spiel nicht fiir alle n superadditiv ist, ist es nicht fiir alle n konvex.
Fiir n = 3 ist die Quote ¢ = 2. Fiir eine Imputation (a1, as,as) von G miisste
gelten, dass a; + as + a3 = v(P) = 1, a1 > v({1}) =0, as > v({2}) = 1 und
as > v({3}) = 1. Das ist offensichtlich nicht moglich, also ist fir n = 3 die

Imputationsmenge leer. Damit gilt nicht, dass fiir alle n die Imputationsmenge
nicht-leer ist.

Da die Imputationsmenge fiir manche n leer ist, ist auch der Kern fiir manche
n leer. Somit ist der Kern nicht fiir alle n nicht-leer.

Das Spiel ist nicht fiir alle n anonym. Fiir n = 3 gilt zum Beispiel v({1}) = 0 #

1= v({2}), obwohl [[{1}[| = [[{2}].

(b) Geben Sie einen moglichst kleinen, ganzzahligen Wert ¢’ (in Abhéngigkeit von n) an,
so dass das Spiel G' = (1,2,...,n; ¢') fir alle n > 3 superadditiv ist. Begriinden Sie
ihre Wahl.

Losungsvorschlag: Da der Gewinn der grofen Koalition bei gewichteten Wahl-
spielen stets 1 ist, miissen wir fiir die Superadditivitat verhinden, dass zwei dis-
junkte Koalitionen beide gewinnen kénnen. Wir miissen also verhindern, dass
zwei disjunkte Koalitionen mit ihren Gewichten jeweils iiber die Quote kommen.
Die Summe der Gewichte aller Spieler ist stets 1 + ...+ n = n(»+1)/2. Wenn die




Quote mehr als die Halfte der Gesamtsumme der Gewichte ist, ist dieser Fall
ausgeschlossen. Wihle also ¢’ = L%J + 1.

Zeige, dass es fir dieses ¢’ keine zwei disjunkten gewinnenden Koalitionen gibt:
Angenommen, C; C P und Cy C P sind zwei disjunkte Koalitionen mit v(C}) =
1 und v(Cy) = 1. Dann gilt w(C) > L%j + 1 und w(Cy) > L%j + 1. In
Summe gilt also:

(n+1)

w(Cy) + w(Cq) > 2Ln . n(n+1)

J+2>LM 5

> 5 |+1>| | =w(P)
Das ist ein Widerspruch, es kann also keine zwei disjunkten gewinnenden Koali-
tionen geben. Damit gewinnt in jeder Koalitionsstruktur immer hochstens eine

Koalition und das Spiel ist damit superadditiv.

Wiirde man ¢' auf L%J setzen, gébe es fiir gerade n offensichtlich noch zwei
disjunkte gewinnende Koalitionen, zum Beispiel fir n = 4: C; = {1,4} und
Cy = {2,3} mit w(C1) = w(Ce) =5 = |14,

Aufgabe 2: Aquivalente gewichtete Wahlspiele

Betrachten Sie die folgenden gewichteten Wahlspiele G = (wy, . .., wy; ¢). Geben Sie jeweils
ein gewichtetes Wahlspiel G’ = (wf,...,w);q’) an, welches zu G dquivalent ist. Wahlen
Sie dabei die Gewichte und die Quote ganzzahlig und so klein wie moglich. Begriinden Sie
warum die Spiele dquivalent sind.

(a) G = (w,...,wy;q) = (100,6,198,95; 200) mit Spielermenge P = {1,2,3,4}.

Losungsvorschlag: Betrachte G’ = (1, 1,2, 1; 3). Dieses Spiel ist dquivalent zu
G, denn fiir alle C' C P gilt w(C) > g < w'(C) > ¢":
e Fiir alle C' mit ||C|| = 1 verliert C' in beiden Spielen.

e Fiir alle C' mit ||C]| = 2 gilt, dass C' in beiden Spielen gewinnt, falls 3 € C,
und sonst verliert.

e Fiir alle C' mit ||C]| > 3 gilt, dass C' in beiden Spielen gewinnt.

(b) G = (wy,...,ws;q) = (10,20, 25,5,12; 31) mit Spielermenge P = {1,2,3,4,5}.

Losungsvorschlag: Betrachte G’ = (2,4,5,1,3;7). Dieses Spiel ist dquivalent
zu G, denn fiir alle C' C P gilt w(C) > ¢ & w'(C) > ¢"

e Fir alle C' C P mit |C|| =1 gilt, dass C' in beiden Spielen verliert.
e Fir C C P mit ||C]| = 2 gilt, dass C' in beiden Spielen gewinnt, falls




C={1,3}, C={2,3}, C ={2,5} oder C = {3,5}, und sonst verliert.
e Fiir C' = {1,4,5} gilt, dass C' in beiden Spielen verliert.

e Fiir alle C C P mit ||C| = 3 und C # {1,4,5} gilt, dass C in beiden
Spielen gewinnt.

e Fiir alle C' C P mit ||C|| > 4 gilt, dass C' in beiden Spielen gewinnt.

Aufgabe 3: Shapley-Wert

Berechnen Sie in den folgenden Spielen die Shapley-Werte der angegebenen Spieler und
geben Sie an, ob es in dem jeweiligen Spiel einen Dummy-Spieler gibt.

Bedenken Sie dabei, dass der Shapley-Wert ¢;(G) von Spieler i in einem einfachen Spiel G
genau dem Shapley—Shubik Index SSI(G,i) entspricht und beachten Sie, dass 0! = 1.

(a) Spieler 1 im gewichteten Wahlspiel G von Aufgabe 1(a) mit n = 8 Spielern

Losungsvorschlag: Fiir n = 8 ist das Spiel:
G = (wy,...,ws;q) = (1,2,3,4,5,6,7,8; 16).

Wir suchen zunéchst die Koalitionen, fiir die Spieler 1 einen positiven marginalen
Beitrag hat (d.h. die Koalitionen, fiir die 1 ein entscheidender Spieler (pivotal
player) ist). Es gilt dg(C,i) = v(C U{1}) —v(C) =1 fiir alle C' C P ~\ {1} mit
w(C) < ¢ =16 und w; + w(C) > q¢ = 16. Da w; = 1, gilt fiir diese Koalitionen
also w(C') = 16 — 1 = 15. Spieler 1 hat also einen positiven marginalen Beitrag
fiir alle Koalitionen mit summiertem Gewicht von 15, das sind die folgenden 8
Koalitionen:

{7,8},{3,4,8},{2,5,8},{2,6,7},{3,5,7},{4,5,6},{2,3,4,6}.

Es gilt also nach der Charakterisierung des Shapley-Werts mittels Shapley—-Shubik
Index, dass

1 .

21(G) = —( > lIClt (= ICll = 1) de(C 1))
CCP~{1}
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Jeder Spieler ¢ ist pivotal fiir alle Koalitionen anderer Spieler mit Gesamtgewicht
16 —i. Da fiir alle ¢ € {1, 2, 3,4, 5,6, 7,8} mindestens eine Koalition mit Gewicht
16 — 7 existiert, ist also jeder Spieler mindestens einmal pivotal und damit gibt
es keine Dummy-Spieler.

(b) Spieler 1 im gewichteten Wahlspiel G’ mit m + 1 Spielern fiir ein m > 1 und
G'=(1,1,2,...,2; 2m — 1)
——

m—1

Losungsvorschlag: Spieler 1 ist pivotal fir C C P~ {1}, wenn w(C) = 2m—2.
Da Spieler 2 den einzigen ungeraden Wert eines Spielers in P ~\ {1} hat, kann 2
nicht in C' sein. Es gibt m — 1 Spieler mit Wert 2, also genau eine Koalition mit
Wert 2(m — 1). Also ist
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Damit ist Spieler 1 kein Dummy-Spieler, und Spieler 2 ist aus Symmetriegriinden
ebenfalls kein Dummy-Spieler. Jeder der iibrigen m — 1 Spieler ist pivotal fiir die
Koalition, die alle anderen Spieler bis auf Spieler 1 oder Spieler 2 enthélt, damit
sind auch diese keine Dummy-Spieler.

(c) allen drei Spielern im Spiel G! aus der Vorlesung (Kapitel 2.1, Folie 60)

Losungsvorschlag: Es gilt v(C) = 1 fiir C € {{1,2},{1,3},{1,2,3}}. 1 ist also
pivotal fiir alle drei Koalitionen {2}, {3} und {2,3}; 2 und 3 sind nur fir {1}
pivotal. Also gelten

1 2-1+2-1 2
BD=—@2-113-1-1)14+1-203-2—-1)=—"""""="_,
Fiir die anderen beiden Spieler gilt wegen der Effizienz
2,1 1
G =G =1—=)- ===
P2(G) =ps(G) =(1-3)-5=¢

Da kein Spieler einen Shapley-Wert von 0 hat, ist keiner ein Dummy-Spieler.

(d) einem Spieler 7 im Einstimmigkeitsspiel, das als gewichtetes Wahlspiel G” mit n > 1
Spielern repréasentiert ist durch

n
4 .
G" = <w17w27"'7wn7 E wz)
=1

4



Losungsvorschlag: Fiir alle ¢ € P gilt: ¢ ist pivotal fiir P \ {i} und sonst fiir
keine Koalition. Damit ist kein Spieler ein Dummy-Spieler und es gilt

(n—1)!

%W—UWw{n—U—Uh: n!':%

©i(G") =

Hinweis: Diese Aufgabe kann in zwei Teilen ((a)+(b), (¢)+(d)) vorgerechnet werden und
gibt insgesamt 2 Zulassungspunkte.

Aufgabe 4: Shapley-Wert und Dummy-Spieler
Geben Sie ein kooperatives Spiel an, in dem Spieler 1 einen Shapley-Wert von 0 hat, aber
dennoch kein Dummy-Spieler ist (und weisen Sie beide Eigenschaften nach).

Losungsvorschlag: Aus der Vorlesung ist bekannt, dass ein kooperatives Spiel mo-
noton sein muss, um zu garantieren, dass jeder Spieler mit Shapley-Wert 0 auch ein
Dummy-Spieler ist.

Betrachte also G = (P,v) mit P = {1, 2,3} und folgender (nicht-monotonen) charak-
teristischen Funktion v:

v(@) =0 v({1})=0 v({1,2})=2 v({1,2,3})=2
v({2}) =1 v({1,3}) =0
v({3}) =1 v({2,3}) =2

Die marginalen Beitrdge von Spieler 1 sind:

A%s(1) =v({1}) —v(®) =0-0=0
Af(1) = v({1}) —v(@) =0-0=0
Afis(1) =v({1,2}) —v({2}) =2-1=1

A% (1) =v({1,2,3}) —v({2,3}) =2-2=0
Afa(1) = v({1,3}) —v({3}) =0 - 1= -1
ASn(1) =v({1,2,3}) —v({2,3}) =2-2=0

Damit ist der Shapley-Wert von Spieler 1:

1
0+04+1+0—140)=0

p1(G) = 3,(

Aber Spieler 1 ist kein Dummy-Spieler, da fiir C' = {2} gilt:

W(CU{1}) =2 #£1=1(C).




