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Aufgabe 1: Strikte Nash-Gleichgewichte

(a) Zeigen Sie, dass es kein Zwei-Personen-Spiel mit je zwei Strategien pro Person gibt,
welches ein striktes Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien, aber keine dominante
Strategie besitzt.

Losungsvorschlag: Angenommen, es gibt ein Zwei-Personen-Spiel mit je zwei
Strategien pro Person, welches ein striktes Nash-Gleichgewicht in reinen Strate-
gien, aber keine dominante Strategie besitzt.

Betrachte ein solches Zwei-Personen-Spiel in Normalform. Seien P = {1,2},
S1 ={a,b}, Sy = {c,d}, und die Gewinnfunktionen in Tabellenform gegeben:

Spieler 2
c d
a | (z1,41) | (%2,92)
b | (z3,93) | (¥4,94)

Spieler 1

Sei 0.B.d.A. (z1,y1) ein striktes Nash-Gleichgewicht (welches nach obiger An-
nahme existiert). Dann muss gelten:

x1 > x3 und (1)

Y1 = Yo. (2)

Da es in diesem Spiel keine dominanten Strategien gibt (nach obiger Annahme),
darf a keine dominante Strategie fiir Spieler 1 sein. Also gilt

r1 < x3 oder

To < T4. (3)




Wegen (1) muss o < x4 gelten.
Aufserdem darf ¢ keine dominante Strategie fiir Spieler 2 sein. Also gilt

11 < yo oder
Y3 < Y4 (4)

Wegen muss y3 < Y4 gelten.

Da (x1,y;) ein striktes Nash-Gleichgewicht ist, darf zudem (z4,y4) kein Nash-
Gleichgewicht sein. Also gilt

T4 < X oder

Yg < Ys3.

Das ist ein Widerspruch zu bzw. . Somit war die Annahme falsch und
es gibt kein Zwei-Personen-Spiel mit je zwei Strategien pro Person, welches ein
striktes Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien, aber keine dominante Strategie
besitzt.

(b) Geben Sie ein Spiel in Normalform an, das keine dominante Strategie, aber ein striktes
Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien besitzt.

Losungsvorschlag: Folgendes Spiel erfiillt die gewiinschten Bedingungen:

Spieler 2
a b c
RIS
Spieler 1 50 T 72,2) [(1,3)

Ein striktes Nash-Gleichgewicht ist das Strategieprofil (a,a), und kein Spieler
hat eine dominante Strategie.

Aufgabe 2: Farben mischen

Die Geschwister Anna und David mochten eine Wand ihres gemeinsamen Kinderzimmers
neu streichen. Die Farbe dafiir miissen sie noch anmischen. Fiir das Anmischen der Farbe (in
der die gesamte Wand gestrichen wird) haben ihre Eltern die folgenden Regeln aufgestellt:

e David darf rote oder blaue Farbe beimischen, aber nicht beide Farben.

e Anna darf entweder gelbe Farbe oder nichts beimischen.
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Aufserdem &aufsern die Geschwister die folgenden Préferenzen beziiglich der Farben, die
beim Mischen entstehen konnten:

e Anna: “Ich finde Blau am besten. Griin finde ich schlechter als Blau, aber besser als

Rot. Orange mag ich am wenigsten.”

David: “ Griin und Rot sind meine Lieblingsfarben. Daher wdre ich mit diesen Farben
gleich zufrieden. Blau und Orange finde ich gleich gut, aber schlechter als meine
Lieblingsfarben.”

Geben Sie das beschriebene Spiel in Normalform an. Wéhlen Sie dabei die Gewinn-
funktionen so, dass sie den beschriebenen Préferenzen entsprechen. (Es handelt sich
hier um ein Spiel mit reinen Strategien.)

Losungsvorschlag: Eine mogliche Losung ist:

David

rot | blau
gelb (0,2) | (2,3)

keine Farbe | (1,3) | (3,2)

Anna

Anna verkiindet: “Ich werde natirlich meine dominante Strategie wdhlen.” Darauf
antwortet David: “ Das habe ich mir gedacht. Dann wdhle ich natirlich meine beste-
Antwort-Strategie auf deine dominante Strategie.” In welcher Farbe wird die Wand
gestrichen? Ist das gewéhlte Strategieprofil Pareto-optimal?

Losungsvorschlag: Keine Farbe beizumischen ist eine dominante Strategie fiir
Anna. (David hat keine dominante Strategie.)

Davids beste-Antwort-Strategie auf “keine Farbe” von Anna ist “rot”.
Somit wird die Wand rot gestrichen.

Das gewéhlte Strategieprofil (keine Farbe, rot) ist nicht Pareto-optimal, denn es
wird Pareto-dominiert von (gelb, blau).

(c) Ist es moglich in Aufgabenteil (a) andere Werte fiir die Gewinnfunktionen zu wéhlen,

so dass andere Pareto-Optima entstehen?

Losungsvorschlag: Nein. Die einzigen zwei Pareto-Optima sind immer (gelb,

blau) und (keine Farbe, blau).

(gelb, rot) und (keine Farbe, rot) werden immer von (gelb, blau) Pareto-dominiert,
denn Anna findet Griin besser als Orange und Rot wiéhrend David Griin besser
als Orange und Griin genauso gut wie Rot findet. (gelb, blau) und (keine Farbe,
blau) sind immer Pareto-optimal: (keine Farbe, blau) ist immer Pareto-optimal,




weil es keine andere Farbe gibt, die Anna mindestens so gut bewertet wie Blau.
(gelb, blau) ist immer Pareto-optimal, da David immer Griin und Rot am Besten
bewertet, wihrend Anna Griin besser findet als Rot.

Aufgabe 3: Strategische Aquivalenz

Gegeben sind eine Menge P = {1,...,n} von Spielern und eine Menge & = S; x --- X
S, von Strategieprofilen. Sei A das Spiel mit den Spielern P, Strategieprofilen S und
Gewinnfunktionen g;, 1 < ¢ < n. Sei B das Spiel mit den Spielern P, Strategieprofilen S
und Gewinnfunktionen h;, 1 <7 < n. Dann sind A und B

o strategisch dquivalent, falls sie die gleichen Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien
besitzen.

o beste-Antwort-dquivalent, falls die besten Antwortstrategien (engl. best response stra-
tegies) fiir alle Spieler tibereinstimmen.

(a) Zeigen Sie, dass zwei Spiele A und B, die beste-Antwort-dquivalent sind, immer auch
strategisch dquivalent sind.

Losungsvorschlag: Nach Definition ist § = (s1,89,...,8,) € S ein Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien, falls s; fiir alle 7, 1 < ¢ < n, eine beste
Antwortstrategie des Spielers ¢ auf das Profil §; der Strategien der anderen
Spieler ist.

Angenommen A und B sind beste-Antwort-dquivalent. Dann gilt fiir ein Nash-
Gleichgewicht § = (s1,$2,...,5,) in A, dass in Spiel B, fir alle i, 1 <1i <mn, s;
ebenfalls eine beste Antwortstrategie des Spielers i auf das Profil 5_; ist. Also
ist §auch in B ein Nash-Gleichgewicht. Analog ist jedes Nash-Gleichgewicht in
B auch ein Nash-Gleichgewicht in A.

(b) Geben Sie zwei Spiele an, die strategisch dquivalent sind, aber nicht beste-Antwort-
aquivalent sind.

Losungsvorschlag: Spiel A:

Spieler 2
a b
a | (2,2)|(1,1)
b | (1,1) | (0,0)

Spieler 1

Spiel B:




Spieler 2

a

b

Spieler 1

(2,2)
1,1

(0,1)
1

(1,1)

1
(1,0)

Spieler 2 ist

e in Spiel B die Strategie b.

e in Spiel A die Strategie a und

In beiden Spielen ist (a,a) ein striktes Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien.
Also sind A und B strategisch dquivalent. Allerdings sind A und B nicht beste-
Antwort-dquivalent: Die beste Antwort von Spieler 1 auf die Strategie b von

Aufgabe 4: Nash-Gleichgewichte in gemischten Strategien

(a) Bestimmen Sie zu dem folgenden Spiel alle Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien

und in gemischten Strategien.

Spieler 1

Spieler 2

a b
(3,3) | (3,10)
(7,2) | (2,1)

keitsverteilung iiber Ss.

Losungsvorschlag: Es gilt P = {1,2} und S; = S = {a, b}.
In reinen Strategien sind (a,b) und (b, a) Nash-Gleichgewichte.

Wir suchen nun ein Profil von gemischten Strategien 7@ = (71, m2), welches ein
Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien ist. Dabei ist m; = (p, 1 — p) eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber S; und m = (¢, 1 — ¢) eine Wahrscheinlich-

Da beide Spieler indifferent zwischen allen Strategien in ihren support-Mengen
sein miissen, ergeben sich folgende Gleichungen:
3¢+3(1—q) =79+ 2(1 — q) und
3p+2(1 —p)=10p+ 1(1 — p).




Das lasst sich umstellen zu:

q =1/5 und
p=1s

Somit ist @ = ((1/8,7/8),(1/5,4/5)).
Also sind ((1/8,7/8),(1/5,4/5)), ((1,0),(0,1)) und ((0,1),(1,0)) Nash-Gleich-

gewichte in gemischten Strategien.

(b) Passen Sie die Gewinne der Spieler 1 und 2 fiir die Félle, in denen der andere Spieler
die Strategie b spielt, so an, dass ((3/4,1/4), (2/3,1/3)) ein Nash-Gleichgewicht ist.

Losungsvorschlag:

Spieler 2
a b
a| (3,3) | (z2,10)
b | (7,y3) | (x4, Y1)

Spieler 1

Wir suchen die Werte x5, y3, x4 und yy4, so dass die folgenden Gleichungen erfiillt
sind:

3-2/3+my-Y3="T-2/34+ 2413 und
3-3a+ys-Ya=10-3/a4 1y, - 1/a

Durch Umformung der Gleichungen ergibt sich:

To = 8 + x4 und

Y3 = 21 + yu.

Wiéhle zum Beispiel x93 =9, x4 =1, y3 = 22 und y, = 1.




