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Abstract: Die Dissertation beschaftigt sich mit Problemen, die stélhdi% fur die
Komplexitatsklass@h“P sind, sowie mit der Separation von Zahlklassey).” ist die
Klasse der Probleme, die sich effizient mit parallelem Ztigtif NP l6sen lassen.

Wir untersuchen die Komplexitat von mit Wahlsystemen assien Problemen.
Wahlsysteme sind Vorschriften, nach denen aus einer Katetfithenge die Gewin-
ner einer Abstimmung bestimmt werden kdnnen. Wir beweigaf® das Gewinner-
Problem furr die Wahlsysteme von Kemeny und Young beidestéaoildig fur die Klasse
Pﬂlp sind. Weiterhin betrachten wir zwei prominente Heurigtikér die Approxima-
tion desNP-vollstandigen Problems der minimalen KnoteniiberdagkWir weisen
nach, dal} gewisse Entscheidungsprobleme, die mit dert@uadr Approximation
durch diese Heuristiken in Zusammenhang stehen, vodjig'é[ﬁrPl‘\’P sind.

Der letzte Teil der Dissertation beantwortet Fragen, dtteireimJIuBreichen Arbeit
von Fenner, Fortnow und Kurtz im Jahre 1994 aufgeworfen wamrdlVir zeigen, dal3
die ZahlklasseWPP und WPP nicht uniform gap-definierbar sind. Desweiteren
konstruieren wir ein Orakel, relativ zu deWPP nicht abgeschlossen unter polyno-
mialzeitbeschrankter Turing-Reduzierbarkeit ist. Ches zur Folge, da ein Beweis
fur die Gleichheit der &hnlich definierten Klasd&@w PP und WPP nichtrelativierbar
sein muB. Wir erhalten diese Resultate durch Anwendung éigleannten Technik,
bei der Orakel-Turingmaschinen in multilineare Polynomekieinem Grad kodiert
werden. Wir beweisen dazu eine neue kombinatorische Eipaftsolcher Polynome.

1 Einleitung: Die KlasseP}™®

Eines der zentralen Ziele der Komplexitatstheorie ist den Ressourcenbedarf
(Ublicherweise Zeit oder Speicherplatz) zum Losen voohtigen Berechnungsproble-
men zu bestimmen. Wir wirden insbesondere gerne in der keige effizient [dsbare
von nicht effizient Idsbaren Problemen zu unterscheidanEBtscheidungsproblem wird
gewohnlich als effizient [dsbar angesehen, wenn esdgterministisch@uringmaschine
gibt, die dieses Problem in polynomialer Zeit, gemessereaftthgabegrolie, [dsen kann.
Die Klasse dieser Probleme wird niitbezeichnet.

Eine andere fundamentale Komplexitatsklasse ist died€la$. Die KlasseNP enthalt



alle Entscheidungsprobleme, die von einahtdeterministischefuringmaschine in po-
lynomialer Zeit akzeptiert werden kdnnen. Eine aquimtdeDefinition fUrNP ist: NP
ist die Klasse aller Probleme, deren “ja"-Instanzen sichatynomialer Zeitverifizieren
lassen.

Wir betrachten als Beispiel das Entscheidungsproblemt ex Cover. SeiG ein be-
liebiger ungerichteter Graph. Eirknoteruberdeckungvertex cover von G ist eine
Knotenmenge/’ mit der Eigenschaft, dal jede Kante G wenigstens einen Knoten
ausV’ enthalt. Mit 7(G) bezeichnen wir die Anzahl der Knoten einer kleinsten Kno-
tenuiberdeckung von G. Das Entscheidungsproblemt ex Cover ist nun folgender-
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Abbildung 1: GraphG mit einer kleinsten Knotenuiberdeckufig:, vz, vs } der Grofl3e3

maf3en definiert:
Instanz: Ein ungerichteter Grapf und eine Zahk € N.
Frage: Gilt 7(G) < k?

Dieses Problem hat die folgende entscheidende Eigensétzdit die Antwort auf die
Frage “ja” ist, dann existiert ein Beweis fur die Korrekitrder “ja”-Antwort, der in po-
lynomialer Zeit verifiziert werden kann. Ein solcher Bewleésteht hier einfach aus einer
Knotenuiberdeckung vo@@ mit < k£ Knoten. Damit ist gezeigt, daer t ex Cover in
NP liegt.

Offensichtlich giltP C NP. Aber es ist nicht bekannt, ob diese Inklusion echt ist, dih.
wissen nicht, ob eNP-Probleme gibt, die nicht in polynomialer Zeit mit einem tgkeni-
nistischen) Algorithmus losbar sind. Wir haben es hieraimiem der wichtigsten Probleme
der theoretischen Informatik und der Mathematik zu tun. Beeleutung dieseB versus
NP Problems rithrt zum grof3en Teil daher, dal3 es hunderteigechkind theoretisch in-
teressante Probleme gibt (z.B. das Problem des Handelsdeis, Scheduling-Probleme,
das Erfullbarkeitsproblem fur boolesche Formeln, Gfagdsbarkeitsprobleme), die zwar
in NP liegen, fur die aber bisher noch kein Polynomialzeitaithponus gefunden worden
ist. Man vermutet allgemein, daB # NP gilt. Ein Beweis dieser Vermutung scheint
jedoch mit den aktuell verfugbaren mathematischen Meathaidcht moglich zu sein.

Diese Tatsache motivierte die Suche nach den schwierigstdriemen in NP, die so ge-
nannteriNP-vollstandigen Probleme. Fur die Definition déP-Vollstandigkeit benotigen
wir das Konzept der komplexitatsbeschrankten Redukti@iche eine wichtige Methode



zum Vergleich der Schwierigkeit von Problemen darsteliheEReduktion ist eine Um-
formung eines Problems in ein anderes Problem. Es gibt lvexdene Arten von Reduk-
tionen. Die wichtigste ist die polynomialzeitbeschraniktany-one-Reduktiof.Ein Pro-
blem A ist auf ein ProblemB polynomialzeit many-one reduzierbar (formal:<?P B),
wenn eine polynomialzeitberechenbare Funktfoexistiert mitz € A genau dann wenn
f(z) € B. FallsA <P B gilt, dann istA nicht (viel) schwerer als Problei, denn jeder
Algorithmus furB kann (zusammen mit Funktigf) dazu verwendet werden, das Problem
A zu losen. Insbesondere folgt aBsc P stetsA € P. Oder aquivalenta ¢ P impliziert
B¢P.

Ein ProblemA ist NP-vollstandig, falls folgendes gilt:

1. AistNP-harf, d.h. jedes Problem iNP ist auf A polynomialzeit many-one redu-
zierbar, und

2. A e NP.

Der Nachweis deNP-Vollstandigkeit eineNP-ProblemsA liefert ein starkes Indiz dafir,
daf es furd keinen Polynomialzeitalgorithmus gibt: Die Existenz aiselchen Algorith-
mus wirde nach sich ziehen, d@desNP-Problem in polynomialer Zeit l6sbar ist, was
P = NP bedeuten wiirde.

Die Theorie deiNP-\VolIstandigkeit wurde durch die Arbeiten von Cook, KanpduLe-
vin initiiert. Cook [Coo071] bewies, dafl} das Erfiullbarlsgitoblem fur boolesche For-
meln (SAT)NP-vollstandig ist. Durch Reduktion von diesem Erfullbeitsproblem be-
wies er, daf? das ProbleGubgraph IsomorphisebenfalldNP-vollstandig ist. Aufbauend
auf Cooks Resultat zeigte Karp [Kar72] dieP-\Vollstandigkeit fur 20 weitere natirliche
Probleme (darunter zum Beispiel das oben erwahnte Probdetex cover. Hiermit de-
monstrierte er, daRP-Vollstandigkeit ein weit verbreitetes Phanomen istr Wémerken,
daf Levin [Lev73] nahezu gleichzeitig und unabhangiglmiiahen Resultaten gelangte.
Seit den 1970er Jahren wurden hunderte weitere ProbMmgollstandig nachgewie-
sen [GJ79].

Kommen wir zuriick auf das oben angegebene Probent ex Cover . Wir erwahnten
schon, dal3 dieses Proble¥i-vollstandig ist. Wir andern nun die Fragestellung ein we
nig:

Instanz: Ein ungerichteter Grapf'

Frage: Ist 7(G) ungerad@

Wir nennen dieses Entscheidungsprobl@dd M ni nrum Vert ex Cover. Was ist
die Komplexitat dieses Problems? Man kann zeigen, @8 M ni mum Vert ex
Cover NP-hart ist. Es ist jedoch nicht klar, ob dieses Problem abthvollstandig
ist, d.h. ob es inNP enthalten ist. Es ist natirlich einfach, einen effizientfizerba-
ren Beweis fur die BehauptungG) < k anzugeben. Dies hilft uns aber nicht unmittelbar
weiter wenn wir die Paritat von(G) wissen mochten. Alle Versuche, das Probledd

M ni mum Vert ex Cover in NP zu plazieren scheiterten.

Iwenn nichts anderes gesagt ist, sind mit Reduktionen inefalgn immer polynomialzeitbeschrankte many-
one-Reduktionen gemeint.
20ft auch 'NP-schwer” genannt.



Es gibt eine komplexitatstheoretische Erklarung flgsdis Scheitern: Wagner [Wag87]
zeigte, daR das Proble@idd M ni num Vert ex Cover vollstandig ﬂJrPlu\IP ist, eine
Komplexitatsklasse, die vermutlich eine echte ObermeamgeNP darstellt. Die Klasse
PP ist die Klasse aller Probleme, die sich von Polynomialigitathmen mit parallelem
Zugriff auf einNP-Orakel I6sen lassen. Die Bezeichnung “paralleler Zéigrithrt daher,
daf die im Laufe der Berechnung gestellten Fragen nicht eonAhtworten auf zuvor
gestellte Fragen abhangen.

Der Begriff derPWP-Vollstandigkeit ist analog dem d&¥P-\ollstandigkeit. Das heif3t, ein
ProblemA istPﬂ’P-voIIsténdig, falls folgendes gilt:

1. A istPIH\IP—hart, d.h. jedes Problem I?r}fp ist auf A polynomialzeit many-one redu-
zierbar, und

2. A€ Ph“’.

Die Pl‘fp-vollstandigen Probleme gehoren zu den schwierigsteblBmen inPh\IP. Ein
Pﬂlp-vollsténdiges Problem kann zum Beispiel nicht in derrdeen KlasseNP liegen,
auBer es gilP|" = NP.

Wir zeigen nun mit folgendem Orakel-Algorithmus, dal? dasbiRrm OGdd M ni num
Vertex Cover tatsachlich inPﬂIP enthalten ist. Als Orakel nehmen wir das Problem
Vertex Cover. Sei ein GraphiG mit n Knoten gegeben. Natirlich git(G) < n.

Wir erstellen die folgende Liste von Orakelfrage, 0), (G, 1),..., (G, n — 1). Wir
Uibergeben diese Liste an das Oraket t ex Cover , und das Orakel gibt die Antworten

auf die Fragen zuriick, also beispielsweise “nein”, “nein’, “nein”, “ja”, ..., “‘ja”.% Mit
dieser Antwortliste in der Hand ist es einfaeii(z) zu bestimmen. Wir akzeptieren nt¢h

gdw.7(G) ungerade ist.

Bevor wir zur PﬂTP-Harte des Problem&dd M ni mum Vertex Cover kommen,
erwahnen wir einige wichtige Eigenschaften der KIaIé%IB. Die KIassePﬁIP hat mehre-
re aquivalente Charakterisierungen (siehe [Wag90]) tigos PﬂTP zum Beispiel mit der

KlassePNPlog] iberein, die alle Probleme enthalt, die mittels logamitch vieler (adap-
tiver) Turing-Fragen an eitNP-Orakel in polynomialer Zeit gelost werden kdnnen. Aus
der Definition vonPﬁIP folgt unmittelbar, dafPﬂTP zwischen der ersten und zweiten Stufe

der Polynomialzeithierarchie liegt, d NP U coNP C PﬂTP C PP,

Wie zeigt man nun, daf3 ein Probléhﬁ’P-hart ist? Wagner [Wag87] formulierte ein sehr
nutzliches Kriterium fr diePﬂTP—Harte. Dieses Kriterium wurde in einer Vielzahl von
Arbeiten angewandt, sietiberblicksartikel [HHR97b].

In Kapitel 3 der Dissertation geben wir einen alternativerg@ng zum Nachweis von
PIP-Harte an. Ausgangspunkt ist eine Charakterisierung des4€PNY mit Hilfe nicht-

deterministischer Turingmaschinen mit einem spezielléaeptierungstyp, der auf ei-
ne Arbeit von Krentel [Kre88] zuriickgeht. Das Akzeptiegsaerhalten von Turing-

SEsist klar, daR in diesem Fall niemals ein “nein” nach eingah Kommt.



maschinen laRt sich leicht durch boolesche Formeln bedmm. Wir erhalterPP-
vollstandige Erflllbarkeitsprobleme, in Analogie zunddlassischeNP-vollstandigen
Erfullbarkeitsproblem 3SAT.

Wir beweisen, dal3 die ErfullbarkeitsproblemMdX TRUE 3SAT COVPARE, MAX
TRUE 3SAT EQUALI TYundODD MAX TRUE 3SAT vollstandig inPﬂIP sind. Fur je-
de boolesche Formdf in 3-CNF-Form bezeichnmax-1(F) die maximale Anzahl von
zut r ue gesetzten Variablen, die wir in einer erfiillenden Beleguon F finden kdnnen.
Dann istMAX TRUE 3SAT COWVPARE folgendermaf3en definiert.

MAX TRUE 3SAT COMPARE
Instanz: 3-CNF-FormelnF; und F5.
Frage: Gilt max-1(F}) < max-1(F3)?

Das Problem MAX TRUE 3SAT EQUALI TY ist analog definiert mit der Frage
“max-1(F;) = max-1(F»)?". Beim ProblenODD MAX TRUE 3SAT haben wir als Ein-
gabe eine 3-CNF-Formél, und die Frage ist, omax-1(F') ungerade ist.

Wie in der Theorie delNP-Vollstandigkeit eignen sich diese Probleme als Startpein
fir Reduktionen auf weitere Probleme. Wir gelangen z.Beimem alternativen Beweis
fur das Resultat von Wagner, daf? das ProbMmi num Vert ex Cover Conpare

Pﬂlp-vollsténdig ist. Dieses Entscheidungsproblem nutzerimder Arbeit fir den Nach-

weis derP|"-Vollstandigkeit von weiteren Problemen.

Die verwendete Methode ist auch auf andere Komplexitassidn anwendbar. Wir zeigen
von einigen verwandten Problemen, daR sie vollstandigeinkmplexitatsklass@™"
sind.

2 Komplexitat von Wahlsystemen

In den Kapiteln 4 und 5 untersuchen wir die Komplexitat voih Wiahlsystemen assozi-
ierten Problemen. Wahlsysteme sind Vorschriften nachmane einer Kandidatenmenge
die Gewinner einer Abstimmung bestimmt werden kdnnen. Wdtersuchen Wahlsyste-
me, bei denen die Wahler die Kandidaten (oder allgemekitatnativen) nach Praferenz
ordnen kdnnen. Welche Kandidaten als Gewinner einer sal&bstimmung festgelegt
werden, hangt im allgemeinen vom verwendeten Wahlsysterinader Literatur wurde
eine Vielzahl von Wahlsystemen vorgeschlagen. Ein betésmResultat von Arrow be-
sagt, dal es kein “ideales” Wahlsystem gibt, d.h. es gilot W&ihlsystem, das gleichzeitig
alle Fairness-Eigenschaften erfullt, die man von einefmiemlenstellenden Wahlsystem
erwarten wiirde.

In der Dissertation betrachten wir die folgenden drei Wgtlsme: Das Young-
Wabhlsystem, das Dodgson-Wahlsystem und das Kemeny-V¢adiay Dies sind soge-
nannte Condorcet-Wahlsysteme. Ein Wahlsystem i@aRtorcet-Wahlsysteralls es das
Condorcet-Prinzip respektiert [Con85]. Ein Kandidast ein Condorcet-Gewinnerfalls
er jeden anderen Kandidaten mit Mehrheitsentscheid gghidh., falls im paarweisen
Vergleich mit jedem anderen Kandidaten eine echte MehdweitWahlerc den Vorzug



gibt. Ein Wahlsystenrespektiert das Condorcet-Prinzifalls der Condorcet-Gewinner
Wahlsieger beziiglich diesem Wahlsystem ist, falls ertiexts' Ein Condorcet-Gewinner
existiert aber im allgemeinen nicht.

Wir geben eine informale Beschreibung der in der Dissematiehandelten Wahlsyste-
me. Das Dodgson-Wahlsystem wurde von Charles L. Dodgsdafioder unter seinem
Pseudonym Lewis Carroll) vorgeschlagen [Dod76]. Die Gewimwerden folgenderma-
Ben aus den Praferenzordnungen der Wahler bestimmmJleaiedidatere wird eine Zahl
zugeordnet (deDodgsonScore von c), welche die kleinste Zahl von aufeinanderfolgen-
den Vertauschungen benachbarter Kandidaten in den Wihferenzordnungen ist, die
erforderlich ist, umz zum Condorcet-Gewinner zu machen. Dodgson-Gewinnerdst je
Kandidat mit minimalenDodgsonScore.

Das Young-Wahlsystem [You77] basiert ebenfalls auf Vdetongen in den
Wahlerpraferenzordnungen. Im Gegensatz zum Dodgsdiisyem erweitert das
Young-Wahlsystem das Condorcet-Prinzip dadurch, daRjdden Kandidater: die
kleinste Zahl von Wahlerpraferenzordnungen (detingScore von ¢) bestimmt wird, die
entfernt werden miissen unizu einem Condorcet-Gewinner zu machen. Young-Gewinner
ist jeder Kandidat mit minimalerivoungScore.

Kemeny [Kem59] schlug ein Wahlsystem vor, das auf dem Bedei$§ Konsensrankings

beruht. Ein Konsensranking ist eine Praferenzordnuregdéin Praferenzordnungen der
Wahler insgesamt am nachsten liegt. Die Kemeny-Gewisingr diejenigen Kandidaten,

die an erster Stelle in einem Konsensranking stehen. AlmBiszwischen zwei gegebenen
Praferenzordnungen nimmt man hierbei die Anzahl der urtjemten Kandidatenpaare,
deren Reihenfolge in den beiden Praferenzordnungenaatiedlich ist.

Die Untersuchung von Wahlsystemen unter komplexitatseteschen Aspekten wurde
von Bartholdi, Tovey und Trick [BTT89] initiiert. Sie zeigh insbesondere, dafl} die
Gewinner-Probleme des Dodgson- und des Kemeny-Wahlsgsfétvhart sind. Sie lie-
Ben offen, ob diese Probleme ausR-vollstandig sind. Hemaspaandra, Hemaspaandra
und Rothe [HHR97a] beantworteten diese Frage fir das Dodg¢ahlsystem indem
sie das Resultat von Bartholdi, Tovey und Trick zu einBfrt -Vollstandigkeitsresultat
verbesserten, denn aus diesem Vollstandigkeitsredaltgtt dal? das Gewinner-Problem
fur das Dodgson-Wahlsystem nicht WP liegt, aulBer es giIPlH\IP = NP. In der Dis-
sertation werden diese Untersuchungen fortgefuhrt. Ipit€h4 beweisen wir, dal3 das
Gewinner-Problem fir das Young-WahIsystéTWP-hart ist. Dazu geben wir eine Re-

duktion von dem Problenvaxi mum Set Packi ng Conpar e an. Die PF-Harte
von Maxi mum Set Packi ng Conpar e wiederum laf3t sich leicht durch Reduktion
vom oben erwahnten ProblelM ni mum Vert ex Cover Conpare zeigen. Aul3er-
dem untersuchen wir eine homogene Variante des Dodgsoisygtdms. Basierend auf
ein ganzzahliges lineares Programm von Bartholdi et al. TR geben wir ein linea-
res Programm an, mit dessen Hilfe sich das Gewinner-Prolilerdiese Variante des
Dodgson-Wahlsystems effizient l6sen laft.

Bartholdi et al. [BTT89] bewiesen, dal das Gewinner-Pmoblgir das Kemeny-
Wabhlsystem NP-hart ist. Sie gaben dazu eine Reduktion vom klassischéh

4Condorcet-Gewinner sind eindeutig bestimmit, falls sistédien.



vollstandigen ProblefReedback Arc Set an.Im Kapitel 5 verbessern wir diess®-
Harteresultat zu einelﬁl‘fp—VoIIstandigkeitsresultat. Dazu definieren wir die Perhke
Feedback Arc Set Menber und Vertex Cover Menber und beweisen, dafl
sie PNP-vollstandig sind durch Reduktion vom Probldvhni mum Vert ex Cover
Conpar e. Wir modifizieren die von Bartholdi et al. angegebene Reiduktso daf} sie
eine Reduktion vofreedback Arc Set Menber aufKeneny W nner wird.

Es stellt sich nun die Frage, warum diese Wahlsysteme aedyset vollstandig fiur die
KIassePﬂIp sind. Die oben betrachteten Wahlsysteme haben gemeinjelggtism Kan-
didaten einen Score zuordnen und die Kandidaten mit kkmimsScore gewinnen. Die
Berechnung der Scores stellt in allen drei Fallen ein NResakombinatorisches Opti-
mierungsproblem dar. Wir wissen, dalR “Vergleichsversidn@n NP-harten Optimie-
rungsproblemen (wie zum Beispi®l ni nrum Vert ex Cover Conpar e) oft PﬁTP—
vollstandig sind. Dies gibt uns einen ersten Hinweis didaf’ diese Wahlsystemproble-
meP NP -vollstandig seirkonnten® Ob sie es wirklich sind, muR allerdings jeweils indivi-
duell tberpruft werden.

3 Zwei Heuristiken fur das Knotentiberdeckungsproblem

In Kapitel 6 untersuchen wir Heuristiken zur Bestimmung eeirkleinsten Kno-

tentiberdeckung eines gegebenen Graphen. Die zwei belstamtHeuristiken fur die-
ses Problem sind die diedge-Deletion-Heuristikund die Maximum-Degree-Greedy-
Heuristic (siehe zum Beispiel [PS82, Pap94]). Fur beide Heuristikeersuchen wir das
Problem, fir einen gegebenen Graphen festzustellen, @imdiimale von dieser Heu-
ristik gefundene Knoteniiberdeckung hochstemsal so grof ist wie die kleinste Kno-
tentiberdeckung. Wir beweisen, daf} dieses Problem jewaistandig ist inPh\”’, falls

r € [1,2) rational ist. Wie in den vorangegangenen Kapiteln beweigedie PﬂTP—Harte
durch Reduktion voM ni mum Vert ex Cover Conpare.

Ein analoges Problem filrndependent Set wurde friher von Bodlaender, Thilikos
und Yamazaki [BTY97] untersucht und von Hemaspaandra untdeR¢i1R98] aIsPﬂTP-

vollstandig klassifiziert (siehe auch délberblicksartikel von E. Hemaspaandra, L. He-
maspaandra und Rothe [HHR97b]).

4 Separation von Zhlklassen

In Kapitel 7 untersuchen wir Komplexitatsklassen, diehsilurch Zahlen der akzeptie-
renden und ablehnenden Berechnungspfade von nichtdetstisthen Polynomialzeittu-
ringmaschinen (NPTM) definieren. Valiant [Val79] fuhrte derihmte KlassetP ein.

Dies ist die Klasse aller Funktionen, die sich durch die Ahzker akzeptierenden Pfa-
de einer NPTM definieren lassen. Er bewies fir verschiederigliche Probleme, dal3

SEs ist jeweils leicht zu sehen, daR die Probleme liegen.



sie vollstandig in der Klass¢-P sind, darunter zum Beispiel das Problem, die Perma-
nente einen-1-Matrix zu bestimmen. Fenner, Fortnow und Kurtz [FFK94]allremei-
nerten#P zu GapP und entwickelten eine Theorie der gap-definierbaren Zasder?
Die KlasseGapP ist die Menge aller Funktionen, die sich definieren lassenDiffe-
renz (“‘gap’) der Anzahl der akzeptierenden und ablehnenden Pfade BiR&M. Vie-

le prominente Zahlklassen, darunteP, P und C_P, kdnnen bequem durcBapP-
Funktionen charakterisiert werden. Fenner et al. defineadte neuen Komplexitatsklassen
SPP, LWPP und WPP.” Die KlasseSPP ist das “gap-Analogon” der bekannten Klas-
se UP: WahrendUP mit Hilfe von #P-Funktionen definiert wird, wirdPP mit Hil-

fe von GapP-Funktionen definiert. Da jedgP-Funktion auch einé&apP-Funktion ist,
gilt trivialerweiseUP C SPP. Die KlasseSPP entalt als wichtiges naturliches Problem
das Graphisomorphie-Problem [AKO02]. Arvind und Vinodctean [AV97] und Vinod-
chandran [Vin04] zeigten, daf3 viele gruppentheoretisabire&hnungsprobleme PP
oderLWPP liegen.

Fenner, Fortnow und Kurtz [FFK94] fuihrten den Begriff dapgDefinierbarkeit ein.

Definition 1 ([FFK94]) Eine KlasseC ist gap-definierbarfalls es disjunkte Mengen
A, R C ¥* x Z gibt, so daRiir jedesL C ¥* folgendes gilt:
L € C gdw. es gibt ein®&PTM N, so daRifir alle z € ¥*

rel = (zr,gapy(z)) €A und
v L = (z,8px() € R

Hier bezeichnegap y (z) die Differenz zwischen der Anzahl der akzeptierenden Piade
der Anzahl der ablehnenden Pfade von NPIWbei Eingaber. Fenner et al. [FFK94] be-
merkten, daf? es zwei verschiedene plausible Moglichkeiitet, diese Definition zu rela-
tivieren. Entsprechend schlugen sie zwei verschiedenantan von gap-Definierbarkeit
vor: uniformeund nichtuniformegap-Definierbarkeit. Eine relativierbare Klasseisi-
form gap-definierbar, falls sie in jeder relativierten Welt ggfinierbar ist, wobei die
Wahl von A und R fixiert und unabBngig vom Orakelst. Eine relativierbare Klasse ist
nichtuniformgap-definierbar, falls sie in jeder relativierten Welt gigdinierbar ist, wobei
die Wahl vonA und R vom Orakel abBngigsein kann. Jede uniform gap-definierbare
Klasse ist offensichtlich auch nichtuniform gap-defingrtBeispiele fur uniform gap-
definierbare Zahlklassen sii®, C_P, P undSPP. Fenner et al. [FFK94] zeigten, daf}
LWPP und WPP nichtuniform gap-definierbar sind, lieRen aber explizfeof ob diese
Klassen auf3erdem uniform gap-definierbar sind.

Fenner et al. bewiesen, d&8BP low fur GapP ist. (Eine KlasséD ist low fur eine Klas-
se( falls CP C C gilt.) Daraus folgt unmittelbar, da8PP low fiir jede uniform gap-
definierbare Zahlklasse ist.

Wir zeigen, daf3 es eine relativierte Welt gibt, in d& N coUP (und demzufolge auch
SPP) weder furLWPP noch furWPP low ist. Demzufolge sind WPP und WPP nicht

6Gupta [Gup95] definierte unabhangig dieselbe Klasse ulster NamenzZ #P.

7SPP wurde unabhangig eingefiihrt von Gupta [Gup95] @¥P und von Ogiwara und Hema-
chandra [OH93] als XP. Die erst&PP-Machine ist implizit in einer Arbeit von Kobler, SchomginToda und
Toran [KSTT92].




uniform gap-definierbar. Dies beantwortet die oben entékinage von Fenner, Fortnow
und Kurtz. Zur Konstruktion dieser relativierten Welt maatwir Gebrauch von der wohl-
bekannten Technik, bei der Orakel-Turingmaschinen in itmgdare Polynome mit klei-
nem Grad kodiert werden. Wir beweisen dazu eine neue konarisehe Eigenschaft sol-
cher Polynome.

Mit einer ahnlichen Beweistechnik zeigen wir, daf3 es eiak®tgibt, relativzu deriVPP
nicht abgeschlossen unter polynomialzeitbeschranktengreduzierbarkeit ist. Dies be-
antwortet eine andere Frage von Fenner et al. [FFK94]: bidiéh definierten Klassen
LWPP undWPP sind in geeigneter Relativierung verschieden.
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