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Aufgabe 1 : VERTEXCOVER und SETCOVER

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge C' C V' heit Knoteniberdeckung
(engl. wvertex cover) von G, falls fur alle Kanten {x,y} € F gilt {z,y} N C # (. Das
entsprechende Entscheidungsproblem VERTEXCOVER ist wie folgt definiert.

VERTEXCOVER
Gegeben: FEin Graph G = (V, E) und eine Zahl k£ € N.
Frage: Besitzt G eine Knoteniiberdeckung C' C V' der Grofse hochstens k7

(a) Betrachten Sie die VERTEXCOVER-Instanzen

(i) I =(G,4) mit G = (V, E) wie folgt:

€ f
(ii) und I' = (H,2) mit H = (V', E’) wie folgt:

*—0 0 o0 0 ¢
h l J k l m

» Entscheiden Sie, ob I und I’ JA-Instanzen fiir VERTEXCOVER sind und begriin-
den Sie Thre Antworten.

(b) Sei I = (G, k) eine VERTEXCOVER-Instanz mit G = (V, E). Betrachten Sie die
folgende SETCOVER-Instanz (siche Blatt 11, Aufgabe 4) I’ = (E, S, k) mit
S:{Si|UiEV}undSi:{e€E|eﬂ{vi}7£®}.

» Zeigen Sie: [ € VERTEXCOVER gilt genau dann, wenn I' € SETCOVER.
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Losungsvorschlag:

(a) I ist eine JA-Instanz fiir VERTEXCOVER, da z.B. {b,d, f, g} eine Knoteniiber-
deckung der Grofse hochstens 4 fiir G bildet.

I’ ist eine NEIN-Instanz fiir VERTEXCOVER, da alle Knoten hochstens zwei
Nachbarn haben. Ein Knoten kann folglich héchstens zwei Kanten abdecken.
Damit kann eine Knoteniiberdeckung der Grofe hochstens 2 maximal 4 der 5
Kanten von H abdecken.

(b) Wir beweisen beide Richtungen einzeln:

Wir nehmen an, dass I € VERTEXCOVER gilt. Dann existiert eine Kno-
tentiberdeckung C' C V mit |C| < k fiir G. Nun fiigen wir fiir jeden Knoten
v; € C die Menge S; zu 8’ hinzu. Offensichtlich gilt dann |S’| < k. Es bleibt
zu argumentieren, dass S’ eine Uberdeckung fiir E ist. Sei dazu e € E eine
beliebige Kante. Da C' eine Knoteniiberdeckung ist, existiert mindestens
ein v; € C, so dass v; mit e inzident ist, d.h. es gilt e N {v;} # 0. Gem.
der Konstruktion von I” gilt also auch e € S; und gem. der Konstruktion
von &’ auch S; € S’. Damit folgt, dass S’ eine Uberdeckung fiir E ist, also
I' € SETCOVER gilt.

Wir nehmen an, dass I’ € SETCOVER gilt. Dann existiert eine Uberde-
ckung &' fiir E mit |S’| < k. Fiir jede Menge S; € &’ fligen wir nun den
entsprechenden Knoten v; zu C' hinzu. Offensichtlich gilt dann |C] < k.
Es bleibt zu argumentieren, dass C' eine Knoteniiberdeckung fiir G ist. Sei
dazu e € E eine beliebige Kante in G. Da &’ eine Uberdeckung fiir E ist,
existiert eine Menge S; € &’ mit e € S;. Gem. der Konstruktion von S; gilt
fir den Knoten v;, dass dieser inzident zu e ist, d.h. e N {v;} # 0. Gem.
der Konstruktion von C' gilt weiter v; € C. Damit ist C' eine Knoteniiber-
deckung fiir £ und es gilt I € VERTEXCOVER.

Aufgabe 2 :

Separationen von P, NP und coNP

Sei coNP = {f | L € NP} die Menge der Komplemente der Sprachen aus NP.

» Zeigen Sie:

(i) P C coNP und

(11) falls NP # coNP gilt, so gilt auch P # NP.

Losungsvorschlag:

(i) Wir wissen, dass P C NP gilt und die Klasse P abgeschlossen bzgl. Komple-
mentbildung ist, d.h. es gilt P = coP. Sei nun II € P. Dann gilt II € NP und




damit IT € coNP. Damit folgt coP C coNP und wegen P = coP gilt P C coNP.
(ii) Allgemein gilt
A=B = -AVvB = BV-A = -B=-A,

so dass es geniigt zu zeigen, dass P = NP also NP = coNP impliziert, um die
urspriingliche Aussage zu beweisen.

Wir nehmen nun an, dass P = NP gilt. Dann folgt mit (i) sofort NP C coNP.
Sei nun II € coNP, dann gilt IT € NP und wegen NP C coNP auch II € coNP,
also II € NP. Damit folgt coNP C NP und so insgesamt NP = coNP.

Aufgabe 3 : INDEPENDENTSET und SETPACKING

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge I C V' der Knoten von G heift
unabhdingige Menge in G, falls fiir alle Knoten z,y € I mit « # y gilt {z,y} ¢ E. Das
entsprechende Entscheidungsproblem INDEPENDENTSET ist wie folgt definiert.

INDEPENDENTSET
Gegeben: Graph G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k£ < |V].
Frage: Besitzt G eine unabhéngige Menge der Grofe mindestens k7

Weiter ist das Entscheidungsproblem SETPACKING wie folgt definiert.

SETPACKING
Gegeben: Endliche Menge U, eine Menge S C 2Y von Teilmengen von U und
eine natiirliche Zahl k < |S|.
Frage: Gibt es eine Teilmenge S” C S mit |S’| > k, so dass alle Mengen in
S’ paarweise disjunkt sind?

(a) » Entscheiden und begriinden Sie, ob folgende Instanzen JA- oder NEIN-Instanzen
fiir INDEPENDENTSET sind.

(i) I = (G1, k1) mit Gy = (V3, Ey) und k; = 4 sowie

Vi ={1,2,3,4,5,6} und
By ={{1,2},{1,4},{2,3},{2,4}, {3, 4}, {4, 5}, {4, 6}},

(11) ]2 = (GQ, k?Q) mit GQ = (‘/2, EQ) und ]CQ = 3 sowie

Vo =1{1,2,3,4,5} und
Ey = {{1,2},{1,4},{1,5},{2,3},{2,5}.{3,4}.{3,5}. {4, 5} }.



(b) » Entscheiden und begriinden Sie, ob folgende Instanzen JA- oder NEIN-Instanzen
fiir SETPACKING sind.

(1) Il = (Ul,Sl,k’l) mit U1 = {1, ceey ].1},
S ={{1,7,11},{3,6,9},{2,5,11},{2,4,6,8,10},{1,2,5,7},{2, 5,8}, {3,4, 11} }

und k; = 3.
(11) [2 = (Ul,Sl,l{Q) mit kg =4,

(c) » Zeigen Sie, dass SETPACKING € NP gilt.

(d) » Sei I eine INDEPENDENTSET Instanz. Geben Sie eine bzgl. der Eingabe in poly-
nomieller Zeit berechenbare Funktion f an, so dass f([;) eine SETPACKING Instanz
ist und

I, € INDEPENDENTSET <= f([;) € SETPACKING

gilt. Beweisen Sie die obige Aquivalenz und erliutern Sie warum f in polynomieller
Zeit berechenbar ist.

(e) » Wenden Sie f auf die Instanzen aus (a) an und entscheiden Sie, ob die Ergebnisse
JA- oder NEIN-Instanzen fiir SETPACKING sind.

Losungsvorschlag:

(a) (i) I ist eine JA-Instanz, da bspw. [ = {1,3,5,6} eine unabhingige Menge
in G; mit mindestens 4 Knoten ist.

(ii) I, ist eine NEIN-Instanz, da es keine unabhéngige Menge mit mehr als 2
Knoten in G5 gibt.

(b) (i) I ist eine JA-Instanz. Wir wihlen die Teilmengen {1,7,11},{3,6,9} und
{2,5,8} zu S hinzu. Dann gilt |S’| > 3 und alle Mengen in S’ sind paar-
weise disjunkt.

(i) Iy ist eine NEIN-Instanz, da es keine 4 paarweise disjunkten Mengen in S;
gibt.

(c) Wir wollen zeigen, dass SETPACKING € NP gilt. Dazu geniigt es ein nichtde-
terministisches Verfahren anzugeben, dass SETPACKING in polynomieller Zeit
16st. Wir verfahren wie folgt: Im ersten Schritt “raten” wir in Zeit in O(k) eine
Teilmenge S’ C S der Grofe k. Anschliefend iiberpriifen wir deterministisch in
Zeit in O(nk?) ob alle k Elemente in S’ paarweise disjunkt sind. Damit benoti-
gen wir insgesamt eine Zeit in O(k+nk?) und es folgt, dass SETPACKING € NP
gilt.

(d) Wir beschreiben zuerst die Funktionsweise der Funktion f. Sei dazu I = (G, k)
eine INDEPENDENTSET Instanz mit G = (V, E) und V' = {vy,...,v,}. Dann
konstruiert f aus I wie folgt eine SETPACKING Instanz I’ = (U, S, k): Es gilt




(e)

U=FE,KF=kund S ={S; | v; € V} mit

Si:{e€E|eﬁ{vi}7é@}.

Offensichtlich kann f(I) in Zeit polynomiell in || berechnet werden: Fiir U und
k miissen wir nur Kopieren. Fiir S konstruieren wir n Mal eine Menge .5;, wobei
wir jedes Mal alle |E'| Kanten durchlaufen. Damit brauchen wir insgesamt eine
Zeit in O(|E| + [VI|E]) € O(VF) € O(IP).

Wir argumentieren fiir jede Richtung der Aquivalenz einzeln:
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(i)

(i)

Sei I eine JA-Instanz fiir INDEPENDENTSET. Dann existiert eine unabhéin-
gige Menge W C V in G mit |[W| > k. Fiige nun zu S” genau die Mengen
S; aus S hinzu, fiir die v; € W gilt. Offensichtlich gilt dann [S'| > k.
Angenommen es gibt 5;,S; in S’ mit S; N S; # (. Dann existiert eine
Kante {v;,v;} € E. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass v;,v; € W
gelten und W eine unabhéangige Menge ist. Folglich miissen alle S; € S’
paarweise disjunkt sein. Damit gilt also, dass f(I) auch eine JA-Instanz
fiir SETPACKING ist.

Sei I = (G, k) eine INDEPENDENTSET Instanz und f(I) = (U, S, k) eine
JA-Instanz fiir SETPACKING. Dann existiert eine Menge S’ C S mit |S’| >
k und alle Elemente S; in S’ sind paarweise disjunkt. Fiir jedes Element
S; € S’ fligen wir v; zu W hinzu. Offensichtlich gilt dann W C V' sowie
|W| > k. Fir v;,v; € W mit v; # v; muss {v;,v;} ¢ E gelten, da S; und
S; paarweise disjunkt sind. Demgeméf ist W eine unabhangige Menge in
G und [ folglich eine JA-Instanz.

Wir wenden f aus (d) auf I = (Gy,k;) aus (a) an und erhalten f([;) =
(Ul,Sl,kg) mit U1 = El, kll = kl sowie

Sp={{{1,4} {1, 2}}, {{1, 2}, {2, 3}, {2,4}}, {{2, 3}, {3, 4}},
{{1,4},{2,4}, (3,4}, {4,5},{4,6}}, {{4,5}}, {{4,6} } }.

Da [, gem. (a) eine JA-Instanz ist, folgt mit (d), dass auch f(/;) eine
JA-Instanz ist. Um dies zu iiberpriifen, betrachten wir

S ={{{1,4},{1,2}},{{2,3}, {3, 43}, {{4,5}}, {{4,6}}} € S

und stellen fest, dass |S7| > 4 = k] gilt und alle Elemente in S| paarweise
disjunkt sind, f(/;) also eine JA-Instanz ist.

Wir wenden f aus (d) auf I, = (Gq, ko) aus (a) an und erhalten f(l3) =
(UQ, SQ, ]{Jé) mit U2 = EQ, k’é = ]{ZQ sowie

Sy = {{{1,2}, {1,4}, {1,5}}, {{1, 2}, {2, 3}, {2,5}}, {{2, 3}, {3,4}, {3, 5}},
{14}, {3,4},{4,5}}, {{1,5},{2,5}, {3,5}, {4, 5} }}




Da I gem. (a) eine NEIN-Instanz ist, folgt mit (d), dass auch f(I5) eine
NEIN-Instanz ist. Uberpriifen ergibt, dass es tatséichlich keine Teilmenge
S, C S5 mit mehr als 2 Element gibt, fiir die alle Elemente paarweise
disjunkt sind.

Aufgabe 4 : PARTITION und MAXCUT

Die Entscheidungsprobleme PARTITION und WEIGHTED MAXCUT sind wie folgt defi-

niert:
PARTITION
Gegeben: Eine Liste A = (ay, ..., a,) positiver ganzer Zahlen mit > " | a; ge-
rade.
Frage: Kann man A so in zwei disjunkte Listen A;, Ay partitionieren, dass

Zai€A1 ai = ZajeAQ aj gllt?

WEIGHTED MAXCUT

Gegeben: FEin ungerichteter Graph G = (V| F), eine Gewichtsfunktion w: F —
N> und eine Schranke k € N>.
Frage: Gibt es eine Partition der Knotenmenge V' in zwei disjunkte Teil-

mengen V1, Va, 50 dass 3, e fuwjeBlucviwera W{u, v}) = K gilt?

(a)

» Entscheiden und begriinden Sie, ob folgende Instanzen JA- oder NEIN-Instanzen
fiir PARTITION sind:

(i) I, = (14,5,2,6,5,8,13,7) und
(i) I = (3,12,22,17,6).
» Zeigen Sie, dass PARTITION € NP gilt.

Betrachten Sie die Funktion g, die eine PARTITION Instanz I auf eine WEIGHTED MAXCUT
Instanz g(I) wie folgt abbildet. Sei I = {ay,...,a,} eine PARTITION Instanz. Dann
gilt (1) = (G, w, k) mit G = (V, E), w: E — N5 und

n 2
k: (Zi:lai) ’
2

wobel V = {uvy,...,v,}, E=V xV\ {{vi,v;} | 1 <i <n} und w({v;,v;}) = a;a;
sel.
» Zeigen Sie, dass fiir eine PARTITION Instanz I gilt

I € PARTITION <= ¢(I) € WEIGHTED MAXCUT

und argumentieren Sie, weshalb g in Polynomialzeit bzgl. |I| berechenbar ist.



(d) » Wenden Sie g auf die Instanzen aus (a) an und entscheiden Sie, ob die resultie-
renden Instanzen JA- oder NEIN-Instanzen fiir WEIGHTED MAXCUT sind.

Loésungsvorschlag:

(a) (i) Bei [; handelt es sich um eine JA-Instanz, da wir die Liste [; in die Teil-
listen A; = (14,5,6,5) und Ay = (2,8,13,7) mit jeweils Summe 30 parti-
tionieren konnen.

(ii) Bei I5 handelt es sich um eine NEIN-Instanz, da die Summe aller Element
60 betragt, folglich die Teillisten also eine Summe von 30 aufweisen miiss-
ten, die Summe 30 aber nicht durch die Elemente aus I darstellbar ist.

(b) Um zu zeigen, dass PARTITION in NP ist, geben wir einen nichtdeterministi-
schen Algorithmus zum Losen von PARTITION-Instanzen in polynomieller Zeit
an. Sei dazu [ = (ay,...,a,) eine PARTITION-Instanz. Wir “raten” nichtdeter-
ministisch eine Partition von I in zwei Teillisten A; und A, in Zeit in O(n).
Anschliefsend {iberpriifen wir deterministisch, ob die Teillisten der geratenen
Aufteilung die gleichen Summen aufweisen. Dieses Uberpriifen geht ebenfalls
in polynomieller Zeit, sodass PARTITION € NP folgt.

(c) Wir argumentieren zu erst, dass ¢ in Zeit polynomiell bzgl. der Eingabe bere-
chenbar ist. Den Wert k sowie die Gewichte aller Kanten kénnen wir in polyno-
mieller Zeit berechnen. Der Graph G = (V, E) hat n Knoten und ist vollstindig,
hat also n(n—1)/2 Kanten. Beide Gréfen sind polynomiell in der Eingabegrofe,
so dass sich die Funktion g insgesamt in polynomieller Zeit berechnen lasst.

Fiir die Aquivalenz betrachten wir beide Richtungen einzeln.
“=” Sei I ={ay,...,a,} eine JA-Instanz fir PARTITION. Dann lassen sich die

Elemente aus [ in zwei disjunkte Teillisten Ay, A5 aufteilen, so dass die
Summen der Teillisten gleich sind und

dow=) 4= —z%lai

a; €A1 aj€Az

gilt. Fiir die mittels g konstruierte WEIGHTED MAXCUT Instanz g(I) =
(G,w, k) mit G = (V, E) gilt dann, dass jeder Knoten in V' einem Element
in [ entspricht. Wir setzen nun V; = {v; | a; € A1} und V5 = {v; | a; €
Ay}. Dann gilt

Z w({v;,v;}) = Z a;a;.

{vivjYe{{uv}EeElueV: veVa} {vi,vj Ye{{uv}EEuEVI vEVR}

Da G ein vollstandiger Graph ist, existieren fiir jeden Knoten v; € V)
Kanten zu allen Knoten in V5. Folglich konnen wir die obige Summe weiter




vereinfachen zu

Z a; Z a; | = Z [aizjzl aj] = lel di lel G _ k.

v; EVY v;€Va v; EVY

Damit folgt, dass g(I) eine JA-Instanz fiir WEIGHTED MAXCUT ist.

“<” Sei nun g(I) = (G, w, k) eine JA-Instanz fiir WEIGHTED MAXCUT. Dann
existiert eine Partition von V in zwei Teillisten Vi, V5, so dass

) w({v,v;}) > k

{vivj}e{{u,v}eElueVy,veVa}
gilt. Da G ein vollstandiger Graph ist, kénnen wir auch schreiben
n 2
Y ae > (—ZZ’; az)
'UiGVl,'UjGVQ
und dies weiter umformen zu
D i1 Wi ’
o) (o) (E2e)
v, €EV1 v EVa

Weiterhin gilt > "y ai = 3, cv; @i+ 32, 1, @55 S0 dass wir schreiben kon-

nen
2
Z’l}ievi a’L + Evjevz a.]
> o) (Sl :
v €EV1 v; €V
2
(T a) (Sa)p(Tar Ta
v; EVY 'UjeVQ v; EVYL 'UjeVQ
9 2
(o) (So)(Se) (o) (Sa)+ (S
v, €V UjEVQ v; eV v; eV ”UjEVQ UjGVQ
9 2
. 0> (Sa) 2T o) (o)t (S
v; €V v; €V v;€Va v;€Va
2
. 0> (T u-3a

v; EVY ’U]'EVQ

Daraus ergibt sich sofort, dass >, oy, ai = 32, oy, a2 gelten muss und
somit A; = {a; | v; € V1} und Ay = {a; | v; € V2} eine Losung fiir I sind,
so dass [ eine JA-Instanz fiir PARTITION ist.




(d) Der

Graph G = (V,E), den g konstruiert, hdngt nur von der Anzahl von

Objekten in der urspriinglichen PARTITION Instanz I = {ai,...,a,} ab. g
konstruiert immer einen vollstdndigen Graphen mit n Knoten, in Zeichen K,.
Daher geniigt es fiir beide Instanzen jeweils die Gewichte der Kanten sowie k
zu berechnen.

(i) Die Instanz I; hat 8 Elemente, so dass g den Ky konstruiert. Die zugehorige

Gewichtsfunktion fiir g(I;) ist in der folgenden Tabelle aufgetragen. Dabei
ist nur die obere Hélfte der Tabelle ausgefiillt, da die Kanten ungerichtet
sind und die Tabelle somit symmetrisch ist.

w({v,v;}) | 2 3] 4|5 | 6 718
1 70 |28 |84 | 70 | 112 | 182 | 98

2 10 [ 30 | 25| 40 | 65 | 35
3 12 {10 ] 16 | 26 | 14
4 30| 48 | 78 | 42
3 40 | 65 | 35
6 104 | 56
7 91

Fiir k ergibt sich der Wert k& = (60/2)? = 900. GeméiRh (a) ist I; eine JA-
Instanz, so dass mit (c) folgt, dass g(/;) auch eine JA-Instanz sein muss.
Wéhlt man die Knoten Vi = {wvy, v, v4, 05}, so ergibt sich als Summe der
Kantengewichte fiir Kanten zwischen V; und V' \ V] im Kg:

28 4+ 112 + 182 + 98 + 10 + 40 + 65 4 35 + 12
+ 10+ 48+ 784424+ 40465+ 35

_ 60)°
= 5 )
Damit wird unsere vorherige Uberlegung bestétigt und g(/;) ist eine JA-

Instanz.

Die Instanz I5 hat 6 Elemente, so dass g den Kg konstruiert. Die zugehorige
Gewichtsfunktion fiir g(I5) ist in der folgenden Tabelle aufgetragen.

w{v,v;}) 12| 3| 4] 5| 6
1 6120 8 | 14| 20
2 30112 | 21 | 30
3 40 | 70 | 100
4 28 | 40
5 70

Fiir k ergibt sich der Wert & = (36/2)?. Geméf (a) ist I, eine NEIN-
Instanz, so dass mit (c) folgt, dass g(I5) auch eine NEIN-Instanz sein muss.
Durchprobieren zeigt, dass es tatséchlich keine Partition von V' in V; und
Vs, gibt, so dass g(I,) eine JA-Instanz wére.




